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1. Einleitung

Dies ist ein Skript zur Vorlesung Algebraische Geometrie I an der Universitit Regensburg
im Wintersemester 2021,/2022. Diese Einleitung ist stark beeinflusst von dem Buch [3].

Algebraische Geometrie hat ihren Ursprung in der Untersuchung von Systemen

fl(al,...,an) = 0
fm(ala--'aan) = 0
von Polynomgleichungen. Hier sind fi,..., f;; Polynome in n Variablen mit Koeflizienten
in einem Korper k. Sei Vi(f1,--., fm) C k™ die Lisungsmenge des obigen Systems, also
Vi(fiy-ooy fm) ={(a1,...,a,) € k™| fi(a1,...,a,) =0 fiir alle ¢ € {1,...,m}}.
Sind die Polynome fq,..., f,, linear und haben jeweils keinen konstanten Term, so ist
Vi(f1,-.., fm) ein Untervektorraum von k™, mit dessen Untersuchung sich die Lineare Al-

gebra beschiftigt. Fiir beliebige Polynome ist diese Losungsmenge aber sicherlich nicht un-
bedingt ein Untervektorraum, wie das folgende Bild illustriert.

Abbildung 1: Die Lésungsmenge Vi (23 + 23 — 1) in R?

Die Algebraische Geometrie untersucht den Zusammenhang zwischen der Geometrie der
Losungsmenge Vi (f1,. .., fm) und den algebraischen Eigenschaften der Polynome f1, ..., fm.
Um den Begriff dieser algebraischen Eigenschaften zu prézisieren, macht man zunéchst die
folgende Beobachtung!: Fiir eine Linearkombination f := gi1fi + ..., gmfm mit Koeffizi-
enten g; € k[z1,...,xs] gt Vi(fi,.-., fm) = Vie(f1,-.., fm, f). Dieses bedeutet, dass die
Losungsmenge nur von dem durch die Polynome erzeugten Ideal (fi,. .., fi) C k[z1, ..., z,)
abhingt. Des Weiteren gilt, dass wenn

fflay,...,an) = fla1,...,an) - flay,...,an) =0,
auch folgt, dass f(aq,...,a,) = 0. Dieses bedeutet, dass die betrachtete Losungsmenge nur

von dem Radikalideal I := +\/(f1,..., fm) C k[x1,...,2,] abhingt. Wir haben also eine per
Konstruktion surjektive Zuordnung

{ Radikalideale von } Ve { ,,Algebraische* }

_—
Elx1,..., 5] Lésungsmengen in k"
wobei
Vi(I) ={a € k™| f(a) =0 fiir alle f € I}.
Man koénnte nun versuchen, durch die Untersuchung der Radikalideale I von k[z1,...,z,)
(oder durch die Untersuchung des reduzierten Rings k[x1,...,z,]/I) etwas iiber die Geome-

trie der zugehorigen Losungsmenge herauszufinden.
Umgekehrt kann man einer Teilmenge M des k™ die Menge von Polynomen

I (M) ={f € k[x1,...,2,] | f(a) =0 fiir alle a € M}
zuordnen. Man sieht wie oben, dass Zj, (M) ein Radikalideal ist und bekommt eine Abbildung

{Radikalideale von } I { »Algebraische* }

-
Elxi,..., 0] Losungsmengen in k™

LAn dieser Stelle benétigt man, dass (f +g)(a) = f(a) +g(a) und (fg)(a) = f(a)g(a) gilt. Tatsichlich ist
die Auswertung an a := (a1, ...,an) ein Ringhomomorphismus, der Einsetzhomomorphismus genannt wird.
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Nun stellt sich natiirlich die Frage, ob die Abbildungen V), und Z invers zueinander sind.
Dieses ist nicht unbedingt der Fall: Ist £k = R und f = 22 4+ 1 ein Polynom, so ist das
Hauptideal (f) C R[z] ein Radikalideal. Es gilt allerdings Vi((f)) = 0 = Vix(R) und daher
ist Vj fiir den Fall k¥ = R nicht injektiv. Ein positives Ergebnis ist das folgende:

Satz 1.1 (Hilbertscher Nullstellensatz). Ist k = k ein algebraisch abgeschlossener
Korper, so sind die Abbildungen Vi und Iy, zueinander inverse Bijektionen.

Dieser Satz ist der Grund, wieso sich die Entwicklung der Algebraischen Geometrie lange
Zeit hauptsichlich auf algebraisch abgeschlossene Korper konzentriert hat. Die Frage nach
der ganzzahligen Losbarkeit von Gleichungen ist allerdings wesentlich dlter. Schon seit der
Antike interessiert man sich fiir ganzzahlige Losungen von Polynomgleichungen, den soge-
nannten Diophantischen Gleichungen. Besonders prominent ist fiir ein n > 3 die Frage nach
der ganzzahligen nichttrivialen Losbarkeit der Fermatschen Gleichung

f=a0+a5 —azf =0.
Eine wesentliche Idee der modernen Algebraischen Geometrie ist, die Korrespondenz von
Vi, und Zj, auf den Fall eines beliebigen Basisrings R statt des (algebraisch abgeschlossenen)
Korpers k auszudehnen, die geometrische Anschauung vom Koérperfall zu benutzen und sogar
eine strikte geometrische Sichtweise fiir einen beliebigen Basisring zu entwickeln.

Es sind allerdings noch zwei weitere Verallgemeinerungen sinnvoll: Die obige Sichtweise
beschrankt sich nur auf die geometrische Analyse von reduzierten Ringen und es ist erstre-
benswert auch nicht reduzierte Ringe geeignet in die Theorie zu integrieren. Des Weiteren
ist es niitzlich und natiirlich ,,algebraische Mannigfaltigkeiten* anstatt nur die obige affine
Situation zu betrachten. Eine Motivation hierfiir ist leicht zu bekommen, wenn man bei-
spielsweise die Niitzlichkeit von Riemannschen Mannigfaltigkeiten (anstatt nur des affinen
Raums R™) anerkennt. Dieses fithrt zu dem Begriff des Schemas mit dem wir uns in dieser
Vorlesung beschéftigen werden.

Ein uns motivierendes Beispiel fiir den Nutzen der Sprache der Schemata ist das folgende:
Wir werden zeigen, dass eine glatte projektive Varietéit X iiber Q nur endlich viele ,,Stellen
schlechter Reduktion“ hat. Ist X also im Speziellen durch eine Gleichung gegeben, so gibt es
nur endlich viele Primzahlen p € Z, sodass die Reduktion dieser Gleichung modulo p nicht
mehr glatt ist. Ein Beweis dieses Ergebnises ist ohne den Begriff des Schemas von grofier
Schwierigkeit.

2. Grundlagen und Notation

In dieser Vorlesung werden einige Ergebnisse der Kommutativen Algebra vorausgesetzt.
Im Anhang A findet sich eine Ubersicht iiber die benotigten Begriffe und eine Festlegung
der Notation.



3. Das Spektrum eines Rings
Sei R ein Ring und R — K eine beliebige R-Algebra. Wir betrachten die Bijektion

UK = Homp-a1g(R[z1,- -, 2], K)
(3-1) a = ([ @)
(1), (@) (8
deren Bilder v, := U(a) Einsetzhomomorphismen genannt werden. Um nachzupriifen, dass
es sich bei U tatséchlich um eine Bijektion handelt, kann man K™ = Homget ({1, - . ., Zn}, K)
zusammen mit der universellen Eigenschaft des Polynomrings R[x1,...,x,]| benutzen.

Definition 3.2. Sei R ein Ring, I C R[x; ...,x,] ein Ideal und R — K eine R-Algebra.
Vi(I)={ac K" | f(a) =0 fiir alle f € I'}

heifit die Verschwindungsmenge von I in K™. Eine Teilmenge V' C K™, die eine solche
Verschwindungsmenge ist, heilt auch R-algebraisch.

Mit dieser Definition hat die Bijektion (3.1) nun die folgende Verallgemeinerung von
R[zq,...,z,] auf eine beliebige endlich erzeugte R-Algebra A = R[xq,...,z,]/I.

Lemma 3.3. Sei R ein Ring, I C R[z1,...,z,] ein Ideal und R — K eine R-Algebra.
Dann passt die Bijektion 3.1 in ein kommutatives Diagramm

o

K" — Hompg-ag(R[z1,. .., %], K)

T I

Vi (I) %» Homp_aig(R[z1, . .., xn)/1, K)

wobei die Abbildung 7: R[z1,...,x,] = Rlz1,...,2,]/] die Quotientenabbildung ist.

Beweis. Sei a € Vi(I). Mit der universellen Eigenschaft

Rlzq,...,zy] Lg); K
lﬂ R 10

Rle, ... an)/1

bekommen wir eine R-Algebrenabbildung W¥(a), falls I C ker(¥(a)). Ist also f € I, so gilt
U(a)(f) = f(a) =0, da a € Vi (I). Dieses definiert die Abbildung ¥, sodass das angegebene
Diagramm kommutiert.

Es gilt U1 (v) = (¢(z1), ..., (x,)) fiir eine R-Algebrenabbildung v: Rz1,...,z,] — K.
Liegt diese Abbildung ¢ im Bild von 7*, so gilt auflerdem ¢ (f) = 0 fiir alle f € I. Wir zeigen,
dass das n-Tupel (¢(x1),...,9%(x,)) € K™ fiir ein solches ¢ in der Teilmenge Vi (I) liegt.
Sei dazu f € I. Dann gilt

f@W(z1),... ¥(zn)) = Z(al,.“,an)eN“ Qary,eyan W (@) e ()

= QZ)(Z(al,A..,an)eN" Qo an T e o)
= ¥(f)
= 0

Also schrinken sowohl U als auch U—! auf die gewiinschte Weise ein und sind zueinander
inverse Bijektionen. |

Bemerkung 3.4. Es sei noch einmal daran erinnert, dass aus der abgeschlossenen Teilmenge
Vi (I) — K™ nicht unbedingt das Ideal I C R[zy,...,x,] rekonstruiert werden kann. Ist
beispielsweise R = R und I = (2% + 1), so gilt Vg(2? + 1) = 0 = Vg(1). Unter der Bijektion
des vorherigen Lemmas 3.3 bedeutes dieses, dass es keine R-Algebrenabbildung von C =
R[z]/(2? + 1) nach R = K gibt, genau so, wie es keine R-Algebrenabbildung von dem
Nullring nach R = K gibt. Es ist Ve(2? + 1) = {—i,i}.
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Um die unbefriedigende Situation in der vorherigen Bemerkung zu verbessern, méchten
wir den Begriff des ,,Punktes“ abéndern und anstelle von a € K" eine alternative Sichtweise
présentieren, die eine natiirliche Verallgemeinerung zulésst.

Definition 3.5. Fiir einen Ring A, bezeichne mSpec(A) die Menge seiner Maximal-
ideale.

Sei nun R = k ein Koérper und I C k[x1,...,2,] ein Ideal. Dann bekommen wir mit
Lemma 3.3 eine Abbildung

Vil) = Homgaig(k[z1,...,2,)/1,k) < mSpec(klzy,...,z,]/T)
(36) v ker
a = wa = kel"Wg)

denn eine k-Algebrenabbildung v, nach k ist surjektiv und daher ker(1,) ein maximales
Ideal, da k ein Korper ist.

Bemerkung 3.7. Ist R ein Ring, R — A eine R-Algebra und R — K eine R-Algebra mit
surjektiver Strukturabbildung, so folgt aus der Gleichheit ker(¢)) = ker(y’) fiir v, €
Homp-a1g(A, K) dass ¢ = 9/, was die Injektivitét der Abbildung (3.6) zeigt, denn hier ist
R =K = k. Sei dafiir f € A. Aus ¥(f — ¥(f)) = ¥(f) —(f) = 0 folgt, dass f —(f) €
ker(16) = ker(1') und damit 0 = v/ (f — $(f)) = ¥/(f) - v (f).

Fiir algebraisch abgeschlossene Korper k = k ist die Abbildung (3.6) tatsichlich auch
surjektiv, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.8 (Schwacher Nullstellensatz). Es seik = k ein algebraisch abgeschlossener
Korper und k — A eine k-Algebra von endlichem Typ. Dann ist die Abbildung
Homy-a1g(A, k) Lo mSpec(A)
v = ker(¢y)

auch surjektiv und also bijektiv.
Um diesen Satz zu beweisen, benttigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.9. Sei k ein Korper und A eine k-Algebra von endlichem Typ. Ist m ein
Mazximalideal von A, so ist die Korpererweiterung k — A — A/m endlich.

Beweis. Wir wenden auf die Komposition k -+ A — A/m =: K die Noether-Normalisierung

endlich
k— k[z1,...,24 —— K

an. Da die letzte Abbidung endlich ist, ist sie insbesondere ganz. Weil K ein Korper ist,
folgt d = 0 aus der Invarianz der Krull-Dimension unter ganzen und injektiven Ringhomo-
morphismen. Also ist k < K eine endliche Korpererweiterung. ]

Beweis des schwachen Nullstellensatzes 3.8. Sei m € mSpec(A) ein maximales Ideal. Wir
wollen ein 1 aus Homg-a1g(A, k) finden mit ker(¢) = m. Mit der algebraischen Abgeschlos-
senheit von k£ und dem vorherigen Lemma ist aber

biAsAm=K ¢k
ein solches Element. U

Bevor wir diese Situation (3.6) auf nicht algebraisch abgeschlossene Kérper und sogar auf
beliebige Ringe verallgemeinern, méchten wir noch wissen, wie die Ideale ker(¢,) aus (3.6)
genau aussehen. Sei R ein Ring und n > 1 eine natiirliche Zahl. Ist a := (ay,...,a,) € R™
ein Tupel von Elementen, so bezeichnen wir mit

Ip = (x1—a1,...,Tn —ap)

das zugehorige Ideal im Polynomring R[z1,...,z,)].



Lemma 3.10. Seia := (a;j...,a,) € R™. Der Kern des surjektiven R-Algebrenhomo-
morphismus
Ya: Rlz1,...,z,) — R
f = fla)

ist genau das Ideal 1, .

Beweis. Es gilt I, C ker(v,), da fiir jedes j offenbar gilt z; — a; € ker(z),). Man betrachte
das Diagramm

0 I, Rl[z1,...,x,] — Rlz1,...,2,]/Ia — 0
| ] | |
0 —— ker(¢py) —— R[z1,...,Zn] Ve R 0
von R[z1,...,x,)-Moduln mit induzierter Ringabbildung t. Es ist sicherlich ¢ surjektiv, da

1, surjektiv ist. Wir wollen zeigen, dass t auch injektiv ist. Sei also 7(f) € ker(¢). Wir wollen
zeigen, dass 7(f) = 0. Da n(z;) = m(a;) fiir alle j und da 7 eine R-Algebrenabbildung ist,
gilt folglich auch 7w (f) = 7(f(a)). Nun ist aber

0 =1(0) = tr(f) = tw(f(a)) = Ya(f(a)),

f(a) € R und 9, eingeschrénkt auf R ein Isomorphismus. Also gilt f(a) = 0 und damit
7(f) = 0. Daher ist ¢ ein Isomorphismus und ker(¢,) = I,. O

Beispiel 3.11. In einem Ring R gilt nach dem vorherigen Lemma 3.10 also insbesondere,
dass fiir jedes f € R[z] und @ € R

fla)=0 <= fe(z—a)

In diesem Fall gibt es also ein g € R[z] mit f = g(x — a). Hat f den Grad n > 1, so hat g
den Grad n — 1. Hat g wieder eine Nullstelle und so weiter, so bekommt man eine Zerlegung
f=(@—-ay) - (r— ap). Es kann aber trotzdem f mehr als n-viele Nullstellen haben,
denn diese Zerlegung ist nicht unbedingt eindeutig. Es gilt fiir R = Z/8 zum Beispiel

(x=3)(z—5)=2>—1=(z—1)(x - 7).

Hiermit bekommen wir also mit Blick auf (3.6) im Fall eines algebraisch abgeschlossenen
Korpers k = k eine genaue Beschreibung aller maximalen Ideale m € mSpec(k[x1, ..., x,]/I):
Diese sind genau die Ideale I, mit a € Vi (I).

Bevor wir die Situation (3.6) nun weiter verallgemeinern, méchten wir der Abbildung
¥: A = K zu einem maximalen Ideal m € mSpec(A4) aus dem Beweis des schwachen Nullstel-
lensatzes (3.8) einen speziellen Namen geben und sie gleichzeitig allgemeiner fiir Primideale
p C A definieren. Dafiir geben wir zunéchst der Menge der Primideale einen Namen.

Definition 3.12. Fiir einen Ring A, bezeichne Spec(A) die Menge seiner Primideale.

Beispiel 3.13.

(1) Der Nullring 0 hat kein Primideal und daher ist Spec(0) = . Da jeder Ring # 0 ein
Primideal hat, ist der Nullring der einzige Ring mit einem leeren Spektrum.

(2) Ist k ein Korper, so ist (0) das einzige Primideal und daher Spec(k) = {(0)}.

(3) Z ist ein Hauptidealring. Das Ideal (0) ist ein Primideal, da Z/(0) = Z ein In-
tegrititsbereich ist. Es ist Z/(n) ein Integritdtsbereich genau dann, wenn n eine
Primzahl ist, also ist Spec(Z) = {(0), (2), (3), (5),...}.

(4) Es ist C[z] ein Hauptidealring und daher sind die Primideale (0) oder von einem irre-
duziblen Element f erzeugt. Da jedes nichtkonstante Polynom nach dem Fundamen-
talsatz eine Nullstelle hat, sind diese irreduziblen f also genau die Linearfaktoren,
also

Spec(Clz]) = {(0)} U{(z — a)}acc-

.



(5)

Es ist R[z] ebenefalls ein Hauptidealring und jedes irreduzible Element entweder ein
Linearfaktor oder ein (bis auf Multiplikation mit einer Einheit normiertes) quadra-
tisches Polynom ohne Nullstelle, also

Spec(Rz]) = {(0)} U{(z - a)}acr U{(2? + ax + b)}a2_sp<0
= {0} U{(z - a)}eer U{((z — a)(z — @) }aec\r-

Es korrespondieren also die maximalen Ideale von R[z] entweder zu einer reellen
Zahl a oder zu einem Paar (a,a) konjugierter komplexer Zahlen.
Es ist

Spec(Clz, y]) = {(0)} U{(f)} 1 irreduziver U {(z — @,y = b) }a pec-

Da dim(C[z,y]) = 2 hat jedes Primideal in Spec(Clz, y]) die Hohe 0, 1 oder 2. Es
ist (0) das einzige Primideal der Hoéhe 0, da C[z,y] irreduzibel ist. Ein Primideal
der Hohe 2 ist automatisch maximal und der schwache Nullstellensatz beschreibt
genau die maximalen Ideale von C|z,y]. Diese haben offensichtlich die Hohe 2 sind
damit genau die Primideale der Hohe 2. Da Clz, y| faktoriell ist, sind die irreduziblen
Elemente genau die Primelemente und erzeugen ein Primideal. Sei p ein Primideal
der Hohe 1. Ist 0 # f € p ein Element, so kénnen wir dieses in irreduzible Elemente
zerlegen und da p ein Primideal ist liegt eines dieser Elemente f schon in p. Damit
(f) € p und da beide Primideale die Hohe 1 haben folgt Gleichheit. Damit folgt die
Beschreibung. Es gilt natiirlich (f) = (¢) genau dann, wenn sich f und g um eine
Einheit unterscheiden und daher ist die Indizierung iiber die irreduziblen Polynome
f nur bis auf Assoziiertheit disjunkt.

Ist X ein kompakter Hausdorff- Raum, so bilden die stetigen Funktionen von X nach
R einen Ring C'(X, R) mit punktweiser Addition und Multiplikation. Die maximalen
Ideale von C(X,R) sind genau die Ideale m, := {f € C(X,R) | f(x) = 0}, aber es
gibt iiblicherweise viel mehr Primideale, die nicht leicht zu beschreiben sind.

Definition 3.14. Ist p € Spec(A) ein Primideal und f € A, so ist die Auswertung f(p)
von f an p definiert als das Bild von f unter der Ringabbildung

Yp: A - Alp = Quot(A/p) = k(p)
! > fp)

in den Restklassenkorper k(p) von p.

Beispiel 3.15.

(3)

Es ist 9y : Z — F, durch f — f + (p) gegeben und v¢gy: Z — Q.

(4) Es ist ¥g): Clz] — C(x) und ¢ (z_q): Clz] - Clz]/(x — a) = C gegeben durch

[ (f+ (2 —a)) = fla).

(5) Esist ¢g): R[z] — R(x). Fiir a € R ist (5_q): R[z] = Rz]/(z — a) = R gegeben

durch f — (f + (z — a)) = f(a). Fiir a € C\ R bekommt man die Abbildung
Y(a-aa-an Rla] = Rlal/((@ — a)(z —a)) = C.

die ebenfalls durch f — f(a) gegeben ist. An dieser Stelle merkt man besonders
deutlich, dass die Schreibweise f(a) von dem Isomorphismus « abhiingig ist. Anstatt
einen Isomorphismus a durch = + a zu definieren, hitte man auch = +— a wahlen
konnen.

(7) Esist ¢, : C(X,R) = C(X,R)/m,; = R gegeben durch f +— f(x).

Mit dieser Notation liefert der schwache Nullstellensatz 3.8 also im Fall eines algebraisch
abgeschlossenen Korpers k = k eine Bijektion

VD)~ Homgnig(klrr,...al/Tk) = mSpec(kler, ... 2a)/1)
(3.16) PR Y = ker(1)
Ym < m
und wir koénnen, anstelle von a € Vi (I), Maximalideale m € mSpec(k[z1,...,z,]/I) als

,Punkte“ interpretieren.



Fiir die erste Verallgemeinerung dieser Sichtweise wollen wir, so wie in Lemma 3.3, die
Bijektion W: Vi (I) = Homy.arg(k[71, - . ., 2,] /1, K) betrachten, wobei k — K eine endliche
Korpererweiterung ist. Nun ist allerdings nicht mehr klar, ob ker(+) fiir einen k-Algebren-
homomorphismus ¢: k[z1,...,z,]/] — K tatséichlich ein maximales Ideal ist. Dieses liefert
das folgende Lemma.

Lemma 3.17. Sei k — K eine endliche Korpererweiterung, A eine k-Algebra und sei
Y: A — K eine k-Algebrenabbildung. Dann ist ker(v) ein Maximalideal.

Beweis. Wir faktorisieren ¢ als Komposition A — im()) — K von k-Algebrenabbildungen.
Es geniigt zu zeigen, dass im(v¢) ein Korper ist. Fiir jede Ringabbildung f: R — S gilt dass
S = 0 genau dann, wenn f = 0. Da K # 0 ist also ¢ # 0 und damit auch im(y) # 0.
Sei 0 # = € im(v¢)) ein Element. Wir wollen zeigen, dass x eine Einheit ist. Die Multipli-
kationsabbildung -x: im(y) — im(t)) ist injektiv, denn im(¢) ist als Unterring eines Inte-
gritétsbereichs K auch ein Integritéitsbereich. Nun ist aber im(¢)) ein k-Untervektorraum des
endlichdimensionalen k-Vektorraums K und damit selbst endlichdimensional. Also ist die
injektive und k-lineare Multiplikationsabbildung -2 auch surjektiv und es gibt insbesondere
ein y mit zy = 1. Also ist im(¢)) ein Kérper. a

Wir notieren fiir spéter noch das folgende Korollar.

Korollar 3.18. Sei k ein Korper und ¢: A — B eine k-Algebrenabbildung, wobei B
eine k-Algebra von endlichem Typ ist. Dann sind die Urbilder mazximaler Ideale unter
f wieder mazimale Ideale.

Beweis. Die Aussage ist klar falls B = 0 und wir konnen also B # 0 annehmen. Es sei
m C B ein Maximalideal und wir betrachten das Diagramm

A—% B

b

B/m=K

von k-Algebren. Nach Lemma 3.9 ist k£ < K eine endliche Kérpererweiterung und nach dem
vorherigen Lemma 3.17 ist ker(¢)) ein Maximalideal. Es gilt aber ker(¢)) = ¢~ (m). O

Beispiel 3.19. Das vorherige Korollar ist nicht richtig, falls B nicht von endlichem Typ ist,
wie das Beispiel ¢: k[x] < k(z) zeigt. Hier ist ¢~1((0)) = (0) C k[x] kein Maximalideal.

Sei nun also k ein Korper, I C k[z1,...,2,] ein Ideal und k — K eine endliche Kérper-
erweiterung. Wir bekommen Dank des Lemmas 3.17 eine wohldefinierte Abbildung

V() = Homgaig(klzi, ..., 2)/1,K) = mSpec(kfar, ...,z /1)
W er

a = Ya — ker(/(/)g)

die beispielsweise im Fall £ = K wegen Bemerkung 3.7 auch injektiv ist.

Umgekehrt liefert ein Maximalideal m von A = k[z1,...,2,]/I eine k-Algebrenabbildung
Ym: A — k(m) in einen Kérper, der nach Lemma 3.9 eine endliche Koérpererweiterung von
k ist. Es ist allerdings iiblicherweise k(m) # K und die naheliegende Frage, ob diese beiden
Zuordnungen zueinander invers sind, noch nicht einmal gut formuliert.

Bevor wir sehen werden, wie wir dieses Problem l6sen und eine Variante des schwachen
Nullstellensatzes 3.8 fiir nicht-algebraisch angeschlossene Koérper formulieren kénnen, ma-
chen wir noch eine weitere Verallgemeinerung. Sei R ein Ring, I C R[zq,...,z,] ein Ideal
und R — K eine Algebra, wobei K ein Korper ist. Betrachten wir eine beliebige Ringab-
bildung ¥: A — K, so ist ker(¢) nicht unbedingt ein maximales Ideal. Ein Beispiel hierfiir
ist die Inklusion ¢: Z — Q. Allerdings ist ker(¢)) nach dem Argument im ersten Teil des
Beweises von Lemma 3.17 immer ein Primideal. Wir bekommen also eine wohldefinierte
Abbildung

Vi (I) -? Hompatg(Rlor, . onl /1K) = Spec(Rlen, ..., xa)/1)
a = 1@ = ker(¢g)



die beispielsweise falls R — K surjektiv ist, wegen Bemerkung 3.7 auch injektiv ist.

Umgekehrt liefert ein Primideal p von A = R[zy,...,x,]/] eine R-Algebrenabbildung
Yy A — k(p) in einen Korper. Wie oben ist iiblicherweise k(p) # K und die naheliegende
Frage, ob diese beiden Zuordnungen zueinander invers sind, noch nicht einmal gut formuliert.
Passen aber zwei R-Algebrenabbildungen ¢: A — K und ¢': A — K’ fiir Kérper K und
K’ in ein kommutatives Diagramm

K/

(3.20) V T

AT)K’

so ist ker(¢)) = ker(y)’), da jede Ringabbildung K — K’ zwischen Kérpern injektiv ist.
Dieses motiviert die folgende Definition.

Definition 3.21. Fiir einen Ring R und eine Algebra R — A definieren wir
. P . R— K
I(:(()El%‘rlrtli Homp a1g(4, K) := {A — K R-Algebrenabbildung | , . 0 }/N

t ein Korper
R—K

wobei ¢ ~ 1)/, wenn es ein kommutatives Diagramm (3.20) gibt.

Bemerkung 3.22. Obwohl Schreibweise in der vorherigen Definition 3.21 eine Interpretation
als ein bestimmter ,, Kolimes“ suggeriert, wollen wir dieses einfach als eine Abkiirzung fiir das
Objekt auf der rechten Seite, deren Bedeutung wir kennen, betrachten. Fiir eine R-Algebra
A gilt iibrigens COlim[I(zeFll(d Homp-a1g(A4, K) = colimg cria Homping (4, K).

—

Satz 3.23 (Analogie zum schwachen Nullstellensatz). Sei R ein Ring und eine
Algebra R — A gegeben. Es gibt eine Bijektion

colim Homp_a1g(A4, K) Spec(A)

i
KeFld
ROK
[¥] = ker(y)
[Yp] < p.

Beweis. Es wurde schon begriindet, dass die Abbildung [¢] — ker(i)) wohldefiniert ist. Die
Abbildung [¢y] <= p ist offenbar ein Rechtsinverses dazu, denn der Kern der Abbildung
A — A/p < k(p) ist p. Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle Elemente [¢)] der linken Seite gilt
[¢] = [¢p] fiir p := ker(¢)). Dieses folgt durch Betrachten des Diagramms

v = K
A Alp k(p),
mit den universellen Eigenschaften des Quotientenrings A/p und des Quotientenkérpers
k(p) = Quot(A/p). 0

Bemerkung 3.24. Der vorherige Satz 3.23 gibt uns die Moglichkeit, die Menge Spec(A) als
Menge von (Aquivalenzklassen von) ,algebraischen Funktionen® von A zu betrachten. Diese
Interpretation ist sehr niitzlich.

Bemerkung 3.25. Ist im vorherigen Satz 3.23 der Ring R = k ein Korper, & — A eine
Algebra von endlichem Typ und lidsst man als Kérper K nur endliche Kérpererweiterungen
von k zu, so schriankt die Bijektion aus dem Satz ein zu einer Bijektion

(3.26) colim Homy-a1g(A4, K) =N mSpec(A).

KeFld
k— K endlich

Ist auBerdem noch k = k algebraisch abgeschlossen, so ist

Homy-a1g(A4,k) =  colim Homy-alg(4, K).
KeFld
k— K endlich

und die Bijektion (3.26) ist genau der schwache Nullstellensatz 3.8.
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Der Satz 3.23 und die vorherige Bemerkung sollen suggerieren, dass wir die Primideale
p € Spec(A) als ,,Punkte® betrachten wollen. Es gibt neben dieser Allgemeinheit noch einen
anderen Grund dafiir, fiir einen Ring A das Spektrum Spec(A) anstelle von mSpec(4) zu
berachten: mSpec(—) ist nicht gut vertriiglich mit Ringabbildungen ¢: A — B, also nicht
wfunktoriell“, wie Beispiel 3.19 zeigt, und Spec(—) hingegen schon. Wir wollen aber erst
einmal die Frage beantworten, welche Mengenabbildung zwischen Spec(A) und Spec(B) wir
einer Ringabbildung ¢: A — B iiberhaupt zuordnen sollen. Ist K ein Korper, so ist ¢* ein
natiirlicher Kandidat fiir eine Abbildung:

¢*: Hom(B,K) — Hom(A, K)
BLHK » ASBSK
Wir machen nun erst einmal eine Definition und begriinden anschliefend in Lemma 3.29,
wieso diese sinnvoll ist.

Definition 3.27. Fiir eine Ringabbildung ¢: A — B definieren wir die Mengenabbil-
dung
@: Spec(B) — Spec(A)
po= o p).

Beispiel 3.28. Fiir den Ringhomomorphismus ¢: R[z] < C[z] betrachten wir die Abbildung
@: Spec(Clz]) — Spec(R]z]). Diese ist gegeben durch @(p) = p NR[z] und es gilt
¢((0)) = (0)

o(x—a)) = (x —a) falls a € R

o((x—a)) = ((z—a)(x—a)) falls a € C\ R.
Dieses sieht man wie folgt. Setze p := (z—a) C C[z] und betrachte die R-Algebrenabbildung
pe: Rlz] — Clz] - Clz]/(z — a) = C mit z — a. Deren Kern ist gegeben durch ker(py) =
o tker(p)) = ¢ 1(p) = pNR[z] und erzeugt von dem Minimalpolynom von a. Dieses ist
(x —a), falls a € R und (z — a)(z — a) sonst.

Lemma 3.29. Sei R ein Ring und R — A, R — B und R — K Algebren, wobei K
ein Korper ist. Fir eine R-Algebrenabbildung ¢: A — B ist das Diagramm

HOmR_Alg(A, K) & Spec(A)

o E

Homp.a1g(B, K) — Spec(B)
kommutativ.

Beweis. Fiir eine R-Algebrenabbildung ¢: B — K gilt

ker(p*(¢)) = ker(¢yp)

= {aeA|¢(p(a)) =0}

= {acA|p(a) e{be B|¢(b)=0}}

= ¢ (ker(¢))

= @(ker(¢)). -

Als letztes wollen wir in diesem Kapitel noch kldren, wie sich dieser Begriff der , al-

gebraischen Abbildung® auf Verschwindungsmengen Vi (I), also algebraische Teilmengen,
iibersetzt. Als Verbindung mit den obigen Bezeichnungen, kann man im Folgenden A :=
Rlz1,...,zp])/T und B := R[y1, ..., Ym]/J setzen.

Definition 3.30. Seien R ein Ring, I C R[z1,...,2,] und J C Ry1,...,ym] Ideale
und R — K eine Algebra. Eine Abbildung F': Vi (I) — Vi (J) heilt R-algebraisch,
wenn es ein Tupel (f1,..., fm) von Polynomen f; € R[x1, ..., z,] gibt, sodass
F: VK(I) — VK(J)
a:=(ar,....an) = (fi(a),...,fm(a)).



Eine R-algebraische Abbildung F': Vi (I) = Vi (J) heiBt R-algebraischer Isomorphis-
mus, wenn sie eine R-algebraische Umkehrabbildung G: Vi (J) — Vi (I) hat. In diesem
Fall heiflen Vi (I) und Vg (J) R-algebraisch isomorph.

Bemerkung 3.31. Eine algebraische Abbildung F: Vi (I) — Vg(J) kann offenbar immer
»geliftet” werden zu einer algebraischen Abbildung F': K" — K™. Mit anderen Worten
passt F' stets in ein kommutatives Diagramm

K" —f  gm

J J

Vie(I) — Vi (J)

wobei F' ebenfalls durch a — (fi(a),..., fim(a)) gegeben ist. Daher scheint der Begriff einer
algebraischen Abbildung auf den ersten Blick im Vergleich zu bekannten Abbildungsbegrif-
fen aus der Topologie oder Analysis zu restiktiv zu sein. Sind allerdings V und W zwei
kompakte Mannigfaltigkeiten, so lassen sich diese abgeschlossen als V' < R™ und W — R™
fiir geeignete n und m einbetten. Wir betrachten das Diagramm

R - mrm P R

Eine stetige Abbildung F' ist gegeben durch die Angabe von m-vielen stetigen Abbildun-
gen pr,F' nach R. Nun sagt aber der Fortsetzungssatz von Tietze, dass sich jede stetige
Abbildung V' — R zu einer stetigen Abbildung pr,F': R" — R erweitern lésst. Also ist die
Definition einer stetigen Abbildung zwischen kompakten Mannigfaltigkeiten analog zu der
Definition 3.30 einer algebraischen Abbildung.

Bemerkung 3.32. Nach der universellen Eigenschaft fiir den Polynomring ist die Angabe
eines Tupels (f1,..., fm) von Polynomen f; € R[xy,...,x,] gleichbedeutend mit der Anga-
be einer R-Algebrenabbildung ¢: R[yi,...,Ym] = R[z1,...,2,]. Einem Tupel (f1,..., fm)
wird dabei die zugehorige Abbildung auf Polynomringen

2 R[ylvaym] — R[l'l,...,(ﬂn]
Yi — fi
(oder mit anderen Worten: g(=1,-s=m) = g(fi(=),- s fm(=) )

zugeordnet. Sind I C R[zq,...,z,] und J C R[y1, ..., ym] Ideale, so gibt es eine Faktorisie-

rung

Ry, .- Ym) -7 Rlxy,...,zp]

| l

Rlys, .. yml /T —2= Rlwy,...,2)/T
genau dann, wenn (J) C I.

Beispiel 3.33. Nicht zu jeder algebraischen Abbildung F': Vi (I) — Vi(J) definiert durch
ein Tupel (fi,..., fm) von Polynomen f; € R[z1,...,z,] muss es eine Abbildung

@R[yl,,ym]/J — R[$1,7$n]/1
[yi] = [fj]
geben. Ist beispielsweise R = K =R, I = (22 + 1) C R[z] und J = (1) C R[y], so gibt es
eine algebraische Abbildung
F: (Z):VK(I) —>VK(J) =0
aber keine Abbildung ¢: (0) = R[y]/J — R[z]/I = C. Wir werden spéter sehen, dass dieses
aber schon der Fall ist, wenn R = K = k ein algebraisch abgeschlossener Koérper ist.

Beispiel 3.34. Zu einer algebraischen Abbildung F': Vi (I) — Vi(J) kann es mehrere Tupel
(f1,-.., fm) von Polynomen f; € Rlxy,...,x,] geben, die sie definieren. Ist beispielsweise
R=K =F,, I =(0) CFs[z] und J = (0) C Fa[y], so ist die Identitét

F: FQ = V]FQ(I) — V[[<‘2(J) :]FQ
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als algebraische Abbildung jeweils definiert durch die Abbildungen f,g: Fay] — Fa[z] mit
f(y) == = und g(y) := 2®. Wir werden spiiter sehen, dass dieses nicht vorkommen kann,
wenn R = K = k ein algebraisch abgeschlossener Koérper ist.

Beispiel 3.35. Sei R — K eine Algebra und J C Rly1, y»] das Ideal J := (y2 — y?).

V()

(a,a?)

Dann ist _
F: K — VK(J)
a — (a,a?)
eine R-algebraische Abbildung mit R-algebraischer Umkehrabbildung
G:Vk(J) — K!
(byc) — b

und damit sind K* und Vi (J) R-algebraisch isomorphe algebraische Teilmengen.

Lemma 3.36. Seien R ein Ring, I C R[xy,...,2,] und J C Rly1,...,Ym| Ideale und
R — K eine Algebra. Sei F: Vi (I) — Vi (J) eine algebraische Abbildung, die durch
eine R-Algebenrabbildung
©: Rlyi,..-,ym] — Rlx1,...,2,]
Yj = fj
definiert ist, welche als @: R[y1,...,ym]/J — Rlz1,...,z,]/I faktorisiert (siehe Be-
merkung 8.32). Dann ist das Diagramm

IR

Vi (J) —=—— Hompg.aig(R[y1,- - -, ym]/J; K)

i’ &
VK(I) —_— HOIIlR_Alg(R[l‘l, “e ,$n]/I,K)

I

(=]
&

IR

(=1l

kommutativ.

Beweis. Fiir die Kommutativitit sei @ = (a1,...,a,) € Vi(I). Wir miissen zeigen, dass
U, F(a) = ¢*¥r(a) gilt. Da dieses beides R-Algebrenabbildungen R[yi,...,ym]/J — K
sind, geniigt es, diese Gleichheit durch Einsetzen aller Restklassen g; zu zeigen. Dann gilt

UiF(a)(5:) = Yi(fi(a),. .., fm(a)(5i)
V(fila), - fm(a))(yi)

1 T
SIESIESIRSS
*-~\f\

B

O

Definition 3.37. Fiir einen Ring R und n > 1 setzt man A%, := Spec(R[z1,...,T,]).
Ist R = Z oder keine Verwechselung moglich, so wird das R im Index manchmal weg-
gelassen.
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Beispiel 3.38. Es wird manchmal fiir einen beliebigen Ring R eine ,algebraische* Abbildung
F: A% — A% definiert durch Angabe von m-vielen Polynomen fi,..., fi, € R[z1,...,%x],
beispielsweise
F: A' — A?
a +~ (a,a®+1).
Hiermit ist, inspiriert durch Lemma 3.36, die durch
¢:  Rly,y] — Rla]
Y1 = T
Y = ox? 41
induzierte Abbildung ¢: Spec(R[z]) = AL — A% = Spec(R[y1,y2]) gemeint.

Aufgaben.
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4. Die Zariski Topologie auf dem Spektrum eines Rings

Im vorherigen Kapitel haben wir fiir einen Ring A die Menge Spec(A) definiert. Diese soll
(anstatt zum Beispiel K™) die Menge der ,,Punkte“ sein auf denen wir eine zu dem Ring A
assoziierte ,,Geometrie* studieren mochten. In diesem Kapitel definieren wir eine Topologie
auf der Menge Spec(A) und untersuchen einige ihrer Eigenschaften.

Bemerkung 4.1. Es sei daran erinnert, dass eine Topologie auf einer Menge X eine Teilmenge
T C Pot(X) der Potenzmenge von X ist mit den Eigenschaften

(1) )eTund X € F,

(2) endliche Durchschnitte von Elementen aus ¥ sind wieder in ¥,

(3) beliebige Vereinigungen von Elementen aus ¥ sind wieder in ¥.

Die Elemente von T heiflen die offenen Mengen der Topologie. Eine Basis einer Topologie
¥ ist eine Teilmenge B C T, sodass jede offene Menge U € T eine (beliebige) Vereinigung
von Elementen aus ‘B ist. Eine Abbildung f: X — Y zwischen zwei Mengen mit jeweils
einer Topologie ist stetig, falls Urbilder offener Mengen wieder offen sind, oder dquivalent,
falls Urbilder abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen sind. Eine Abbildung heifit offen
(bzw. abgeschlossen), wenn Bilder offener Mengen wieder offen (bzw. abgeschlossen) sind. Der
Abschluss M (oder genauer M) einer Teilmenge M C X eines topologischen Raums X ist
der Schnitt iiber alle abgeschlossenen Teilmengen von X, die M enthalten. Die Teilmenge M
heiBt dicht, falls ihr Abschluss das ganze X ist, also wenn M = X gilt. Es heifit f: X - Y
dominant, wenn der Abschluss des Bildes in Y dicht ist, also wenn f(X) = Y gilt. Eine
stetige Abbildung f: X — Y heiit ein Homdomorphismus, falls sie eine stetige Umkehr-
abbildung ¢g: Y — X hat. In diesem Fall heilen X und Y homdomorph (oder topologisch
dquivalent) und man schreibt X = Y. Eine stetige Abbildung f: X — Y heifit eine offene
FEinbettung (bzw. abgeschlossene Einbettung), falls f offen (bzw. abgeschlossen) ist und die
von f induzierte Abbildung X = f(X) auf das Bild von f ein Homdomorphismus. Ist f
ein Homsomorphismus auf sein Bild, so ist f offen (bzw. abgeschlossen) genau dann, wenn
f(X) CY eine offene (bzw. abgeschlossene) Teilmenge ist.

Bemerkung 4.2. Ist X ein toplogischer Raum und X’ C X eine Teilmenge, so ist X’ selbst
ein topologischer Raum mit der Unterraumtopologie ¥’ := {U N X' € Pot(X') | U € T}.
Dieses ist die grébste Topologie, sodass die Inklusionsabbildung X’ « X stetig ist. Eine
Teilmenge Z' C X' ist abgeschlossen in der Unterraumtopologie genau dann, wenn es eine
abgeschlossene Menge Z C X gibt mit Z/ = Z N X’'. Fiir die jeweiligen Abschliisse einer
weiteren Teilmenge M C X' C X gilt

MXnx =¥,

Definition 4.3. Seien A ein Ring und I C A eine Teilmenge. Dann heifit die Teilmenge
V(I) = {p€Spec(A)|ICp}

{p € Spec(4) [Vf e I: f(p) =0}

von Spec(A) die Verschwindungsmenge von I. Es gilt sicherlich V(I) = V((I)). Fiir

f € A schreibt man V(f) := V((f)) und setzt

D(f) = Spec(4)\V(f)
= {p € Spec(A) | f¢p}
= {p € Spec(4) | f(p) # 0}.
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Lemma 4.4. Seien A ein Ring, I und J Ideale von A und {I;};cz eine Familie von
Idealen von A. Dann gilt

V(0) = Spec(A)  und V(A) =0
ICJ = V{J)CV(I)
vWI) = V()

VHuv) = vInJ)y = VJ)
AV = V(D)
i€l
AV = V().
fer

Beweis. Die ersten beiden Behauptungen sind direkt klar.

Fiir die dritte Behauptung benutzen wir, dass in dem Korper k(p) gilt, dass f(p) = 0
genau dann, wenn f™(p) = ¥, (f") = ¢ (f)™ = f(p)” =0 fiir ein n > 0.

Fiir die erste Gleichheit der vierten Behauptung sei zunéchst p € V(I) UV(J), also I C p
oder J C p. In beiden Fillen gilt aber INJ C p, also p € V(I NJ). Fiir die andere Richtung
seip e V(INJ). Also IJ CInNJ Cp. Da aber p ein Primideal ist, folgt 7 C p oder J C p,
also p € V(I) UV(J). Die zweite Gleichheit gilt, da vINJ = V1.

Fiir die vorletzte Behauptung sei zunichst p € N;V(1;), also I; C p fiir alle ¢. Da p ein
Ideal ist, ist aber auch das von U;I; erzeugte Ideal ), I; in p, also p € V(> _, ;). Fiir die
andere Richtung sei p € V(3_, I;), also I; C Y, I; C p, also I; C p fiir alle 4, also p € N; V().

Die letzte Behauptung ist ein Spezialfall der vorletzten, da I = Zfel(f). |

Korollar 4.5. Seien A ein Ring, n > 0 eine natirliche Zahl, f und g Elemente und I
ein Ideal von A. Dann gilt

D0)=0 wund D(1)= Spec(A)
D(f)=10 < f ist nilpotent
D(f) =Spec(A) <— f[feA*

D(f)nD(g) = D(fg)
D(f") = D(f)
UD() = Spec(4)\ V(D).

Insbesondere bilden die Mengen D(f) fir f € A die Basis einer Topologie auf Spec(A).
Die abgeschlossenen Mengen dieser Topologie sind genau die Mengen V(I) fiir ein Ideal
ICA.

Beweis. Die erste Behauptung ist klar.

Die zweite Behauptung gilt, da nach dem Satz iiber das Nilradikal A.16 das Element f
genau dann in allen Primidealen enthalten ist, wenn es nilpontent ist.

Die dritte Behauptung gilt, da nach Korollar A.9 das Element f genau dann in keinem
Primideal enthalten ist, wenn es eine Einheit ist.

Fiir die vierte Behauptung benutzen wir, dass im Korper k(p) gilt (fg)(p) = f(p)g(p)
und somit fg(p) # 0 genau dann, wenn f(p) # 0 und g(p) # 0.

Die vorletzte Behauptung ist ein Spezialfall der vierten.

Fiir die letzte Behauptung benutzt man die letzte Behauptung von Lemma 4.4. ]

Definition 4.6. Die Topologie auf Spec(A) aus Korollar 4.5 heiflt Zariski Topologie.

Lemma 4.7. Fir eine einelementige Teilmenge {q} C Spec(A) gilt

{a} =V(a).
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Insbesondere ist {q} C Spec(A) ist abgeschlossen genau dann, wenn q C A ein Maxi-
malideal ist. (In diesem Fall sagen wir, dass q ein abgeschlossener Punkt von Spec(A)
ist. Insbesondere hat jeder Ring A # 0 mindestens einen abgeschlossenen Punkt.)

Beweis. Es ist V(q) eine abgeschlossene Menge, die q enthélt, also {q} € V(q). Fiir die
andere Inklusion sei {q} = V(I) = {p € Spec(A4) | I C p}. Da q ein Element dieser Menge
ist, gilt I C g und damit V(q) C V(I) = {q}. Die zweite Behauptung ist klar. O

Bemerkung 4.8. Eine (lokal kleine) Kategorie C besteht aus einer Klasse von Objekten,
Mengen Home(X,Y) von Morphismen zwischen zwei Objekten X und Y und Kompositi-
onsabbildungen
o: Homg(X,Y) x Home (Y, Z) — Home (X, Z),

die assoziativ sind und fiir die es Identitdten idxy € Home(X, X) gibt. Zu einer Kate-
gorie C gibt es die Opposite Kategorie C°P mit den gleichen Objekten und Morphismen
Homgeor (X,Y) = Home (Y, X). Fiir die genaue Definition einer Kategorie verweisen wir
auf [2]. Ein Funktor F: C — D zwischen zwei Kategorien sind eine Abbildung der Objekte
von C in die Objekte von D und Abbildungen

Home(X,Y) — Homp (F(X), F(Y)),

die mit der Komposition und den Identitéten vertréglich sind, also mit F\(fog) = F(f)oF(g)
und F(id) = id. Fiir die genaue Definition eines Funktors verweisen wir wieder auf [2].

Lemma 4.9. Ist p: A — B eine Ringabbildung und I C A ein Ideal, so gilt fir die
induzierte Abbildung @: Spec(B) — Spec(A), dass

V() = V(p())
und
¢~H(D(f)) = D(p(f))
fiir ein f € A. Insbesondere ist ¢: Spec(B) — Spec(A) stetig beziiglich der Zariski
Topologie und die Zuordnung
Spec: Ring®® — Top
A —  Spec(A)
@ =P
von der Kategorie der Ringe in die Kategorie der topologischen Rdume ein Funktor.

Beweis. Es gilt
¢~'(V(I)) = {a€Spec(B)]|@(q) € V(I)}

= {a€Spec(B) | I C v *(a)}

= {a€Spec(B) | () C q}

= V(e()).
Die dritte Gleichheit benétigt vielleicht eine Erklarung: Ist I Q v~ (q), so folgt durch
Anwenden von ¢ auch p(I) C ¢~ 1(q) und es gilt immer pp~1(q) C g (mit Gleichheit
fiir surjektives ¢). Ist umgekehrt (1) C q, so folgt ¢~ tp(I) C gp‘l(q) und es gilt immer
I C o~ tp(I) (mit Gleichheit fiir injektives ).

Analog sieht man

=1 (D(f)) = {a€Spec(B)|d(q) € D(f)}
= {a€Spec(B) | f ¢ v~ ()} 0
= {a € Spec(B) | o(f) ¢ a}
= D(e(f)).
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Lemma 4.10. Sei A ein Ring.
(1) Ist p: A — A/I mit a — a+ I surjektiv, so ist die Abbildung ¢ injektiv, es gibt
eine Faktorisierung

Spec(A/I) LN Spec(A)
]mit Unterraumtopologie
v(I)

und t ist ein Homoéomorphismus.
(2) Ist p: A — S~1A eine Lokalisierung von A an einer multiplikativen Teilmenge
S, so ist die Abbildung ¢ injektiv, es gibt eine Faktorisierung

Spec(S1A) ———F— Spec(A)

toTeay

{p € Spec(4) | pNS =0}
und t ist ein Homdéomorphismus. Im Spezialfall der Lokalisierung Aq an einem
Primideal q C A ist dieser Unterraum genau {p € Spec(4) | p C q} und im

Fall der Lokalisierung A[%] weg von einem Element f € A ist dieser Unterraum
genau D(f).

]mit Unterraumtopologie

Beweis. Wir zeigen zunédchst (1). Nach der Idealkorrespondenz fiir Quotienten A.6, bildet
@ bijektiv auf den Unterraum V(I) ab.

Um zu zeigen, dass t stetig ist, benutzen wir eine generelle Aussage: Ist f: X — YV
eine stetige Abbildung topologischer Riume, die durch ¢: X — Y’ i{iber eine Teilmenge
Y’ C Y faktorisiert, so ist ¢ eine stetige Abbildung, falls Y’ die Unterraumtopologie trigt:
Ist Z' C Y’ eine abgeschlossene Menge, gibt es Z C Y abgeschlossen mit Z’ = ZNY’. Dann
git t 12 = fYZ) = f2ZnY )= fH2Z)nf~ 1Y) = f~HZ)NX = f~1(Z), welches
abgeschlossen ist, da f stetig ist. Also ist ¢ stetig.

Es geniigt zu zeigen, dass t abgeschlossen ist, denn eine stetige bijektive Abbildung, die
abgeschlossen ist, ist ein Homdomorphismus. Sei also V(J) C Spec(A/I) abgeschlossen. Da
(0) C J folgt I = ¢~ 1((0)) C ¢~ !(J) und nach der Idealkorrespondenz fiir Quotienten A.6
gilt die dritte und die vierte Gleichung der folgenden Beobachtung.

¢(V(J)) = {p(a) € Spec(A) | g € V(J)}
= {¢ !(a) € Spec(4) | J C q}
= {¢7H(a) € Spec(4) | ¢~ (J) € ¢ (a)}
= {p €Spec(A) | I Cpund ¢~ '(J) C p}
{p € Spec(4) [ o7 (J) C p}
= V(e '(J)).
Also ist t ein Hombéomorphismus.

Nun zeigen wir (2). Nach der Idealkorrespondenz fiir Lokalisierungen A.14 bildet Spec(ls)
bijektiv auf den Unterraum {p € Spec(A) | pN S = 0} ab und in den erwéihnten beiden
Spezialfillen wird dieser entsprechend anders beschrieben. Es ist ¢ nach dem obigen Argu-
ment stetig und es geniigt die Abgeschlossenheit zu zeigen. Sei also V(J) C Spec(S—1A4)
abgeschlossen. Dann gilt mit der Idealkorrespondenz fiir Lokalisierungen A.14, dass

e(V(J)) {®(q) € Spec(A) [ q € V(J)}
= {¢'(q) €Spec(4) | J C q}
{p € Spec(A) |pNS =0 und J C S~ 1p} O
= {pe€Spec(A) | pNS=0und p=1(J) C p}
= @(Spec(S~A)) N V(e (J)).

Beispiel 4.11.

e Der surjektive Ringhomomorphismus ¢: Z — Z/p induziert eine abgeschlossene
Einbettung ¢: Spec(Z/p) — Spec(Z).

e Der injektive Ringhomomorphismus ¢: Z < Z[%] induziert eine offene Einbettung

P Spec(Z[%]) — Spec(Z).
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e Der injektive Ringhomomorphismus ¢: Z < Z(;,y induziert allerdings eine Einbet-
tung ¢: Spec(Z,)) — Spec(Z), die weder offen noch abgeschlossen ist, denn der
Unterraum

= {p € Spec(Z) [ p N (Z\ (p)) = 0} = {(0), (p)}

ist weder offen noch abgeschlossen. Dieses sieht man wie folgt: Wiire er abgeschlossen,
so wire auch V((0)) = Spec(Z) darin enthalten, was offensichtlich nicht gilt. Ware er
offen, so enthielte er eine basisoffene Menge 0 # D(f) = {(¢) € Spec(Z) | f ¢ (¢)} =
{(q) € Spec(Z) | g1 f)} aber diese Mengen enthalten unendlich viele Elemente, da
f nicht nilpotent ist, also f # 0 in Z.

Satz 4.12. Ist A ein Ring, so ist der topologische Raum Spec(A) quasikompakt, es hat
also jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckunyg.

Beweis. Eine offene Uberdeckung von Spec(A) lisst sich verfeinern zu einer offenen Uber-
deckung durch Mengen der Form D(s), da diese eine Basis der Topologie bilden. Es geniigt,
eine endliche Teiliiberdeckung dieser verfeinerten offenen Uberdeckung {D(s)}scz zu finden.
Sei nun I C A das von den Elementen s € 7 erzeugt Ideal. Mit Korollar 4.5 gilt

Spec(A4 U D(s) = Spec(A) \ V(I)

seL

und daher V(I) = (). Weil also kein Primideal zwischen I und A liegt, gilt I = A nach
Satz A.7 (Zorns Lemma). Also ist insbesondere 1 € I und es gibt eine Darstellung

l=a181+...+a,sy

fir endlich viele s; € Z und a; € A. Dann gilt A = (s1,...,s,) und daher mit Korollar 4.5
Spec(A) = U™, D(s;) und wir haben eine offene endliche Teiliiberdeckung gefunden. O

Definition 4.13. Sei X # () ein topologischer Raum und seien die Teilmengen von X
mit der Unterraumtopologie aufgefasst.
(1) Es heifit X zusammenhdngend, wenn er nur trivial als disjunkte Vereinigung
zweier abgeschlossener Mengen geschrieben werden kann, d.h. wenn fiir abge-
schlossene X1, Xo C X gilt

X=X1UXy = X; =X oder Xy = X.

(2) Eine Teilmenge X, C X heifit Zusammenhangskomponente von X, falls X,
zusammenhéngend ist und maximal mit dieser Eigenschaft, d.h. wenn fiir eine
zusammenhéngende Teilmenge Xg C X mit X, C Xz folgt dass X, = Xjg.

(3) Es heifit X irreduzibel, wenn er nur trivial als Vereinigung zweier abgeschlossener
Mengen geschrieben werden kann, d.h. wenn fiir abgeschlossene X7, X5 C X gilt

X=X1UX;, = X; =X oder Xy, =X.

(4) Eine Teilmenge X, C X heiit Irreduzibilititskomponente von X, falls X,, irre-
duzibel ist und maximal mit dieser Eigenschaft, d.h. wenn fiir eine irreduzible
Teilmenge X3 C X mit X, C Xz folgt dass X, = Xg.

(5) Ein Punkt 7 € X heiBt generischer Punkt von X, falls {n} = X

Bemerkung 4.14. Es ist natiirlich jeder irreduzible Raum X auch zusammenhéngend. Der
leere topologische Raum X = ) ist weder zusammenh#ngend noch irreduzibel.

Beispiel 4.15. Der abgeschlossene Unterraum Spec(k[z,y]/(zy)) = V(zy) = V(x) U V(y) C
Spec(k[z,y]) = A% ist nicht irreduzibel, da V(z) # V(zy) # V(y).
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V(x)

Wy)

Wir werden spéter sehen (Korollar 5.10), dass dieser Raum aber zusammenhéngend ist.

Bemerkung 4.16. In der klassischen Topologie des R" ist der Begriff des irreduziblen topo-
logischen Raums nicht von Bedeutung, da ein Hausdorff-Raum genau dann irreduzibel ist,
wenn er aus genau einem Punkt besteht. Ebenso ist der Begriff des generischen Punkts hier
uninteressant, da einelementige Mengen in einem Hausdorff-Raum abgeschlossen sind.

Wir beschréanken uns im Folgenden auf die Untersuchung von Irreduzibilitit, da die ent-
sprechenden Aussagen iiber Zusammenhang Gegenstand der klassischen mengentheoreti-
schen Topologie sind und als bekannt vorausgesetzt werden kénnen.

Lemma 4.17. Sei X ein topologischer Raum und seien Teilmengen von X mit der
Unterraumtopologie aufgefasst. Dann gilt:

(1) Einelementige Teilmengen {x} C X sind irreduzibel.
(2) Der Abschluss M einer irreduziblen Teilmenge M C X ist ebenfalls irreduzibel.
(3) Eine Irreduzibilititskomponente X, von X ist (irreduzibel und) abgeschlossen.
(4) Jede irreduzible Teilmenge M C X ist enthalten in einer Irreduzibilititskompo-

nente X, von X.
(5) FEsist X die Vereinigung seiner Irreduzibilititskomponenten.
(6) Es gilt

Der Durschnitt aller zwei nichtleeren

X drreduzibel offenen Teilmengen ist nichtleer

(7) Es gilt
Jede mnichtleere offene Teilmenge ist

X drreduzibel = dicht und irreduzibel

(8) Ist X eine endliche Vereinigung von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen
X, unter denen keine Inklusionsbeziehungen gelten, so sind diese genau die
Irreduzibilititskomponenten von X.

Beweis. (1) ist klar.

Fiir (2) sei M = Mj U M}, fiir abgeschlossene M/, M5 C M. Es gibt also My, My C X
abgeschlossen mit M| = M;NM und M} = MyNM. Dann M = MNM = (MjUM})NM =
(M{NM)U(MINM) = (MiNM)U(M2NM). Da M irreduzibel ist gilt also oBAA M = MiNM.
Dann aber M =M "M CMNM=M,NM = Mj. Also ist M irreduzibel.

Es folgt (3) direkt aus (2) und der Definition.

Fiir (4) sei M C X eine irreduzible Teilmenge. Betrachte die folglich nichtleere Menge
P:={Z C X | Z irreduzibel und M C Z C X} die beziiglich der Mengeninklusion partial
geordnet ist. Mit Zorns Lemma folgt die Behauptung, wenn wir zeigen, dass jede Kette
T C P eine obere Schranke in P hat. Sei also 7" eine Kette. Es geniigt zu zeigen, dass
Z' := UgerZ irreduzibel ist. Sei also Z' = Z{ U Z} fiir abgeschlossene Z1,Z5 C Z'. Es gibt
also wieder 7, Zo C X abgeschlossen mit Z} = Z1NZ" und Z) = ZoNZ'. Firein Z € T
giltdann Z=2'NZ=(Z10ZNZ=(Z\NZ)J(ZyNZ)=(Z1NZ)U(ZyN Z). Da ein
jedes solches Z irreduzibel ist, ist es entweder in Z; oder in Z5 enthalten. Sind alle in einem
der beiden enthalten, so auch Z’ und wir sind fertig. Ist aber sonst oBdA Z ¢ Z; so sind
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auch alle grofleren nicht in Z; und daher in Zs. Da Z C Z5 sind auch alle kleineren in Z5
enthalten und daher das ganze Z'.

Es folgt (5) aus (1) und (4).

Fiir (6) sei zunéchst X irreduzibel und Uy, Us nichtleere offene Teilmengen mit U;NU; = (0.
Dann X = (X \Up) U (X \ U), also o0BdA X = X \ U; und daher U; = (), ein Widerspruch.
Fiir die andere Richtung sei X = X; U X5 fiir abgeschlossene Mengen X; und Xs. Fiir die
offenen Mengen Uy := X \ X; und Uy := X \ X gilt also Uy N Uz = 0, also U; = () oder
U, = (. Daher ist X irreduzibel.

Fiir (7) sei U eine nichtleere offene Teilmenge von X. Wir zeigen zuniichst, dass U = X.
Da aber X = (X \ U)UU und X irreduzibel ist, folgt X C U und damit U = X. Es ist
U irreduzibel, denn wenn es nicht irreduzibel wire, gébe es nach (6) zwei nichtleere offene
Teilmengen darin mit nichtleerem Schnitt. Diese wiren dann aber auch offen in X und somit
X nach (6) ncht irreduzibel. Dieses ist ein Widerspruch und also U irreduzibel.

Fiir (8) sei X/, eine Irreduzibilitdtskomponente von X = UX,,. Dann X/, = X N X/, =
(UX,) N X! =U(X, N X)). Durch Induktion nach der Anzahl der X, bekommt man, dass
eines dieser gleich X7 ist. O

Korollar 4.18. Das Bild eines irreduziblen topologischen Rawms unter einer stetigen
Abbildung ist ein irreduzibler topologischer Raum.

Beweis. Sei f: X — Y eine surjektive stetige Abbildung. Wir benutzen Lemma 4.17.(6).
Seien dafiir V; und Va zwei nichtleere offene Teilmengen von Y. Dann sind f~1(V;) und
f71(V5) jeweils nichtleer und offen. Weil X irreduzibel ist, gilt 0 # f=*(Vi) N f=1(Vz) =
f7H(VinVa) und daher @ # ff~H(ViNVa) = Vi NVa. O

Lemma 4.19. Sei X ein topologischer Raum, dann gilt:

(1) Hat X (mindestens) einen generischen Punkt, so ist X irreduzibel.
(2) Ein Punktn € X ist generisch genau dann wenn er in jeder nichtleeren offenen
Teilmenge liegt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst (1). Aus Punkt (1) und (2) von Lemma 4.17 folgt, dass fiir
jeden Punkt x € X die Menge @ C X irreduzibel ist. Hat X einen generischen Punkt 7,
so ist also {n} = X irreduzibel.

Fiir (2) sei n ein generischer Punkt und nicht enthalten in einer nichtleeren offene Teilmen-
ge U, so ist X \ U eine abgeschlossene Teilmenge, die 7 enthélt und daher X = W CX\U,
ein Widerspruch. Ist umgekehrt 7 in jeder nichtleeren offenen Menge enthalten und m # X,
so ist U := X \ {n} nichtleer und offen, enthilt aber nicht 7, ein Widerspruch. |

Lemma 4.20. Der topologische Raum Spec(A) hat hichstens einen generischen Punkt.

Beweis. Sind 1,7 € Spec(A) zwei generische Punkte, so gilt mit Lemma 4.7, dass {n} =
V(n) =V(n') = {7’} und damit n C n’ und ' C 7, also Gleichheit. O

Das folgende Lemma zeigt, dass im Fall eines lokalen Rings (A, m) der (einzige) abge-
schlossene Punkt m € Spec(A) eine Art duale Rolle zu einem generischen Punkt spielt.

Lemma 4.21. Ist (A,m) ein lokaler Ring, so liegt der Punkt m € Spec(A) in jeder
nichtleeren abgeschlossenen Menge. Insbesondere ist das Spektrum eines lokalen Rings
zusammenhdngend.

Beweis. Eine nichtleere abgeschlossene Menge V(I) = {p € Spec(A) | I C p} enthélt ein
Primideal p und somit auch m, da p C m. ]
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5. Die Ideale-Teilmenegen Korrespondenz

Definition 5.1. Seien A ein Ring und M C Spec(A) eine Teilmenge. Das Ideal

I(M) = ﬂpeMp
= {feA|V¥weM: f(p)=0}

von A heifit das Verschwindungsideal von M.

Satz 5.2 (Ideale-Teilmengen Korrespondenz). Sei A ein Ring. Dann gibt es eine
inklusionsumkehrende Bijektion

1% Abgeschlossene Teilmengen
{Radikalideale von A} %} { g von Spec(A) 4 }

mat
(1) ZV(I) =+/(I) fir eine Teilmenge I C A,

(2) VI(M)= M fir eine Teilmenge M C Spec(A)

Beweis. Es ist durch die Definition der abgeschlossenen Teilmengen von Spec(A) klar, dass
V das angegebene Bild hat. Um zu zeigen, dass Z(M) ein Radikalideal ist, sei f™ € Z(M).
Dann gilt fiir alle p € M, dass 0 = f™(p) = f(p)™ im Korper k(p) und daher f(p) = 0. Daher
ist f € Z(M) und Z(M) ein Radikalideal. (Oder direkter: Ein beliebiger Durchschnitt von
Radikalidealen ist ein Radikalideal.)

Es ist klar, dass es geniigt, (1) und (2) zu zeigen.

Fiir (1) konnen wir annehmen, dass I C A ein Ideal ist. Bezeichnet ¢: A — A/I mit
a — a + I die Quotientenprojektion, so folgt

Vi et (Nil(A/1))

= ! (ﬂ aCA/T q.) (Satz iiber das Nilradikal A.16)
Primideal
N acasr 0~ (q)

Primideal

Ne-1(qev 0 (q) (Idealkorrespondenz fiir Quotienten A.6)

pev(n) P (Idealkorrespondenz fiir Quotienten A.6)

V().

Fiir (2) beobachtet man zunéchst, dass die Menge M offenbar in der abgeschlossenen
Menge VZ(M) = {q € Spec(A4) | Npemp C q} enthalten ist. Wir zeigen, dass VI(M) die
kleinste abgeschlossene Menge mit dieser Eigenschaft ist und daher gleich dem Abschluss M.
Sei also V(J) eine abgeschlossene Menge mit M C V(J), also J C p fiir alle p € M. Dann
folgt auch J C Nyeprp = Z(M) und daher VZ(M) C V(J). O

Korollar 5.3. Seien A ein Ring M C Spec(A) eine Teilmenge und I,J C A Ideale.
Dann gilt:
Z(0)=A wund Z(Spec(A))= Nil(A)
00 = (M)

VI)CV(J) <= JCVI

Satz 5.4. Fiir einen Ring A schrinkt die Bijektion aus Satz 5.2 ein auf die Bijektion

v {Abgeschlossene und irreduzible}

—_—
Spec(d) ——— Teilmengen von Spec(A)

T

und p ist der eindeutige generische Punkt von V(p).

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass die Abbildung V in der angegebenen Menge landet. Fiir
p € Spec(A) gilt V(p) = {p} mit Lemma 4.7 und p ist ein (nach Lemma 4.20 eindeutiger)
generischer Punkt von V(p). Mit Lemma 4.19 folgt, dass V(p) irreduzibel ist.

Nun zeigen wir, dass die Abbildung Z in Spec(A) landet. Sei dafiir V(I) eine abgeschlos-
sene irreduzible Teilmenge von Spec(A). Dann ist ZV(I) = v/T nach Satz 5.2 und wir méchten
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zeigen, dass /T ein Primideal ist. Sei zy € v/I. wir miissen zeigen, dass z € v/T oder y € V1.
Es gilt V(I) C V(zy) = V(z) UV(y) und es ist

V(1) = (V(z) UV(y) N V() = V(z) N VI)) U (V(z) N V(1))

eine Vereinigung von abgeschlossenen Teilmenegen von V(I). Also oBdA V(I) = V(z)NV(I),
da V(I) irreduzibel ist. Dann folgt mit Satz 5.2, dass

ze/(z)=1V(z) CIV() =VI. 0
Korollar 5.5. Fiir einen Ring A schrankt die Bijektion aus Satz 5.2 ein auf die Bijek-
tion

{Mim'male Primideale} v Irreduzibilititskomponenten
von A z von Spec(A)

Insbesondere ist A irreduzibel genau dann, wenn Spec(A) irreduzibel ist und in diesem
Fall ist das Primideal Nil(A) der eindeutige generische Punkt von Spec(A).

Beweis. Dieses ist klar. Die letzte Aussage folgt mit Korollar A.19 ]

Korollar 5.6. Fiir einen noetherschen Ring A hat Spec(A) nur endlich viele Irreduzi-
bilitdtskomponenten und daher auch nur endlich viele Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Dieses folgt aus dem vorherigen Korollar 5.5 mit Lemma A.21. ]

Nun méchten wir nach den Irreduzibilitdtskomponenten von Spec(A) noch dessen Zusam-
menhangskomponenten untersuchen.

Beispiel 5.7. Ist A= A; x ... x A, ein endliches (direktes) Produkt von Ringen, so gibt es
eine kanonische Homdomorphie

Spec(A) V((0),As, ..., Ap) U...UV(A1,..., Ar_1,(0))
Spec(A;1) U...U Spec(A4,)

1l

von topologischen Réumen. Sei umgekehrt eine disjunkte Zerlegung

Spec(A) = V(L)U...UV(I,)
in endlich viele abgeschlossene Teilmengen gegeben. Fiir alle zwei Summanden gilt nach
Lemma 4.4 also ) = V(I;) N V(I;) = V(I; + I;), also A = /I, + I, nach Satz 5.2 und damit

A=1;+1;. Essind also I1,..., I, und damit auch v/I1, ..., /I, paarweise koprime Ideale.
Mit dem Chinesischen Restsatz A.2 folgt

AJNVTN...0VL) 2 AN % ... x A/,
Auflerdem gilt Spec(A) =V(I1)U...UV(I,) =V(1N...N1I,), was mit Satz 5.2 impliziert,
dass Nil(A) = I N...N 1L, = VI N...N /I, und daher
Area = A/Nil(A) = A//T; x ... x AJ\/T,,.
Wir haben also, zumindest falls A = A,oq reduziert ist, eine Zerlegung A = A; X ... x A, in

ein endliches direktes Produkt von Ringen gefunden. Diese Behauptung gilt auch fiir nicht
reduziertes A, wie wir gleich sehen werden.

Ein Idempotent in einem Ring A ist ein Element e € A mit e? = e. Ist A ein Ring, so
gibt es eine Bijektion

{Idempotente von A} = {Zerlegungen A=A’ x A"}
e = eAx(l—eA (ZA[L]xA/(e)
(1,0) <« A'x A"
Zusammen mit dem vorherigen Beispiel 5.7 liefert also jedes Idempotent e € A eine Zerlegung

Spec(A) = Spec(A”) U Spec(A”). Der folgende Satz 5.9 zeigt, dass diese Zuordnung bijektiv
ist.
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Bemerkung 5.8. Eine zusammenhéngende abgeschlossene und offene Teilmenge U C X mit
U # 0 ist immer eine Zusammenhangskomponente von X, denn ist X, eine (notwendi-
gerweise abgeschlossene) Zusammenhangskomponente von X, die U enthilt, so ist X, \ U
abgeschlossen in X, daher auch in X, und X, = U U (X, \ U) eine Zerlegung in abgeschlos-
sene Teilmengen, woraus X, = U folgt. Es ist im Allgemeinen aber nicht unbedingt jede
Zusammenhangskomponente offen.

Satz 5.9. Fiir einen Ring A schrinkt die Bijektion aus Satz 5.2 ein auf die Bijektion

Idempotente } o~ V/(e) mit v Abgeschlossene und offene
{ von A U { e Idempotent | <z | Teilmengen von Spec(A)

Beweis. Die Abbildung + ist per Definition surjektiv. Wir werden die Bijektivitéit der zu-
sammengesetzten Abbildung Vv zeigen. Hierraus ergibt sich zunéchst die Injektivitit von =,
also ist v bijektiv und damit auch V. Es ist dann klar, dass Z invers zu V ist.

Zuniichst zeigen wir, dass V tatséchlich in der angegebenen Menge landet. Sei e € A ein
Idempotent. Dann ist

V(e)UV(1l —e) =V(e(l—e))=V(0)=Spec(A)

und V(e) N V(1 —e) = V((e) + (1 —e)) = V(1) = 0. Also ist V(e) das Komplement von
V(1 — e) und somit abgeschlossen und offen.

Fiir die Injektivitédt seien nun e und e’ Idempotente mit V(e) = V(e’). Dann folgt wie
eben V(e)UV(1 —e) =V()UV(1l —e) =V(e'(1 —e)) = Spec(A) und nach Anwenden von
7 mit Satz 5.2, dass 1/ (e/(1 — e)) = Nil(A4), also ist /(1 — e) nilpotent. Unabhiingig davon
zeigt eine leichte Rechnung, dass e’(1 — e) idempotent ist. Mit Nilpotenz und Idempotenz
folgt /(1 — e¢) = 0 und daher ¢’ = €’e. Andersherum folgt auch e = ¢’e, also e = ¢'.

Fiir die Surjektivitit sei V(I) eine abgeschlossene und offene Teilmenge von Spec(A).
Dann ist ihr Komplement auch abgeschlossen und daher von der Form V(J). Es gilt nun
0 =Vv{I)NnV(J) = V(I + J) und nach Satz 5.2 also A = /I + J. Insbesondere ist also
1"m=1€l+Jundesgibta €l und b€ J mit 1=a+b. Es gilt ausserdem Spec(A) =
V(I)UV(J) = V(IJ) und mit Satz 5.2 daher Nil(A) = +/I.J. Daher ist ab nilpotent, also
(ab)™ = 0 fir ein n > 0. Wir betrachten das Ideal (a™,b") C A. Wére (a™,b™) # A, so wire
(a™,b™) nach Satz A.7 in einem Primideal enthalten, womit auch a und b und daher auch
1 =a+ b zu dem Primideal gehorten, was ein Widerspruch wire. Also ist (a™,b") = A und
es gibt x,y € A mit za™ + yb™ = 1. Wir behaupten nun, dass V(I) = V(xza™). Damit wiren
wir fertig, da xa™ idempotent ist wegen

ra" = za"(za™ + yb") = (za™)? + zy(ab)” = (za™)>.

Wir zeigen also die Behauptung: Da a € I folgt za™ € I und damit V(I) C V(za™). Ebenso
gilt V(J) C V(yb™). Lége also ein Element von V(za™) nicht in V(I), dann ldge es in V(J)
und damit in V(yb™). Es ist aber V(xa™) N V(yb") = V(za™, yb™) = V(A) = 0. O

Korollar 5.10. Es ist Spec(A) zusammenhdingend genau dann, wenn der Ring A # 0
keine idempotenten Elemente aufler 0 und 1 hat.

Beweis. Ein nichtleerer topologischer Raum ist zusammenhéingend genau dann, wenn die
einzigen abgeschlossenen und offenen Teilmengen die leere Menge und der ganze Raum sind.
Die Behauptung folgt dann mit Satz 5.9. O

Korollar 5.11. Sei A ein Ring und p € Spec(A). Dann ist die Zusammenhangskom-
ponente von p gegeben durch V({e € p | e idempotent}).

Beweis. Es ist eine (nichttriviale) Ubungsaufgabe zu zeigen, dass die Zusammenhangskom-
ponente X, eines Punktes p gegeben ist durch den Schnitt aller abgeschlossenen und offenen
Mengen Z, die p enthalten. Falls dieses gezeigt ist, so folgt mit dem vorherigen Satz 5.9, dass

X, = ﬂ Z = ﬂ V(e) = ﬂ V(e) = V({e € p|eidempotent}). O
peZ peV(e) ecp
Z offen und e idempotent e idempotent
abgeschlossen
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Am Ende dieses Kapitels wollen wir noch etwas iiber Urbilder und Bilder abgeschlossener
Teilmengen unter einer von einem Ringhomomorphismus ¢: A — B induzierten Abbildung
@: Spec(B) — Spec(A) sagen. Das Urbild von V(I) C Spec(A) unter ¢ haben wir in
Lemma 4.9 schon genau verstanden:

V(e(I)) —— Spec(B)

sl

V(I) —— Spec(A)

Das Symbol ,,4“ in dem obigen kommutativen Diagramm topologischer Rdume bedeutet
hier, dass V(o(1)) = ¢~ (V()).

Bemerkung 5.12. Spéter wird das Symbol ,, 4“ bedeuten, dass es sich bei einem kommutativen
Diagamm um ein sogenanntes Pullback Diagramm handelt. Das obige Diagramm ist also ein
Beispiel eines solchen Pullback Diagramms in der Kategorie der topologischen Raume.

Fiir das Bild von V(J) C Spec(B) unter ¢ ist die Situation etwas schwieriger: Zunéchst
geniigt es durch Betrachten der Komposition Spec(B/J) = V(J) C Spec(B) — Spec(A)
oBdA das Bild von Spec(B) unter ¢ zu verstehen, also J = (0) zu setzen. Die iibliche
Faktorisierung von ¢ induziert

Spec(B) i Spec(A)

AN/BW \/

A/ ker(e) Spec(A/ ker(p))

und 7 ist eine abgeschlossene Einbettung V(ker ¢) C Spec(A) nach Lemma 4.10. Es ist nicht
im Allgemeinen Spec(A/ker(y)) das Bild ¢(Spec(B)), sondern dessen Abschluss, wie das
folgende Lemma 5.13 insbesondere zeigt.

Lemma 5.13. Sei ¢: A — B ein Ringhomomorphismus und ¢: Spec(B) — Spec(A)
die induzierte Abbildung. Dann gilt fir ein Ideal J C B

V() = V(e ().
Beweis. Mit Satz 5.2 gilt
e(V(J)) = VI(@(V(J))
Mocgvin P)
ﬂqevu)@ (@)

(

(

(o (mqev(J) q))
V(e H(ZV(])))

(

(

(™

I x|
T < <

V(e ' (V)

Ve t(J))
1))

Die Gleichung (*) bedarf vielleicht einer Erkldrung: Schreibt man die Indizes beider Schnitte
aus, so ist die behauptete Gleichheit V angewendet auf die Gleichung

N r= [) ¢ '@

|
<

vV

p= *1( ) qCB prim
fiir f € V?J) JCq
welche aus der Idealkorrespondenz fiir Quotienten A.6 folgt. 0

Korollar 5.14. Sei ¢: A — B ein Ringhomomorphismus. Dann gilt fir die induzierte
Abbildung @: Spec(B) — Spec(A):

@ dominant <= ker(p) C Nil(A)

— 23 —



Beweis. Wenden wir das vorherige Lemma 5.13 auf J := (0) an, so ergibt sich

¢(Spec(B)) = V(ker(p))
und es ist ¢ dominant genau dann, wenn die linke Seite gleich Spec(A) ist, also genau dann,
wenn Spec(A) C V(ker(y)). Dieses ist nach Satz 5.2 genau dann der Fall, wenn, wenn

Nil(A) = Z(Spec(A)) 2 IV(ker(p)) = v/ker(p)

und dieses ist genau dann der Fall, wenn ker(yp) C Nil(A). O

Lemma 5.15. Fir einen ganzen und injektiven Ringhomomorphismus ¢: A — B ist
die induzierte Abbildung ¢: Spec(B) — Spec(A) surjektiv und abgeschlossen.

Beweis. Die Surjektivitét ist eine andere Formulierung vom Lemma A.27 (Lying over). Um
die Abgeschlossenheit zu zeigen, sei V(J) C Spec(B) eine abgeschlossene Menge. Wir wol-
len die Gleichheit @(V(J)) = V(p~1(J)) zeigen. Mit dem obigen Lemma 5.13 gilt immer
e(V(J)) € p(V(J)) C V(¢~!(J)). Fiir die andere Inklusion betrachten wir die induzierte
Abbildung

A—* B

A 1(J) =-%-> B/J.
Eine Ganzheitsgleichung fiir b € B iiber A liefert nach Anwenden von 7 auf die Koeffizienten
eine Ganzheitsgleichung fiir [b] € B/J iiber A/p~1(J). Daher ist die induzierte Abbildung
@ auch ganz. Ist nun p € V(p~1(J)), also p~1(J) C p, so folgt mit Lemma A.27 (Lying over)
fiir die induzierte Abbildung und die Idealkorrespondenz fiir Quotienten A.6, dass es ein
q € B gibt mit J C p und ¢~ 1(q) = p. Dieses zeigt p € p(V(J)) und damit die gewiinschte
Inklusion. ]

Lemma 5.16. Ist p: A — B ein flacher Ringhomomorphismus, so gilt fir die indu-
zierte Abbildung ¢: Spec(B) — Spec(A):

@ treuflach < ¢ surjektiv

Beweis. Ist ¢ treuflach, so gilt fiir alle A-Moduln M, dass M ®4 B 2 0 = M = 0. Sei
p € Spec(A) ein Primideal. Da k(p) # 0 ist der Ring k(p) ® 4 B nichttrivial und hat nach
Satz A.7 ein maximales Ideal m. Durch die Kommutativitit des Diagramms

A —F— k(p)

d b
B2 k(p) @4 B
ist =ty (m) = a=1((0)) = p und B~ (m) C B das gesuchte Primideal mit ¢ '3~ (m) = p.
Fiir die andere Richtung sei p € Spec(A) ein Primideal. Da ¢ surjektiv ist, gibt es ein
q € Spec(B) mit p~1(q) = p. Anwenden von ¢ liefert p(p) = p(¢1(q)) € q und daher
(p(p)) # B. Mit anderen Worten gilt als A-Moduln, dass B/(p(p)) = B/pB = A/p@4B # 0
fiir jedes Primideal p € A. Sei nun M # 0 ein beliebiger A-Modul. Wir miissen zeigen, dass
gilt M ®4 B # 0, denn dann ist B ein treuflacher A-Modul. Fiir ein beliebiges Element
x € M mit x # 0 erzeugt die Multiplikation mit A einen Untermodul A/I — M fiir ein
Ideal I # A. Die Flachheit von B liefert dann eine Injektion A/I ® 4 B — M ®4 B. Nach
Satz A.7 gibt es ein Primideal p von A mit I C p, also eine Surjektion A/I — A/p und mit
der Rechtsexaktheit des Tensorprodukts eine Surjektion A/I ®4 B — A/p ® 4 B. Also folgt
aus A/p®4 B #0, dass A/I ®4 B # 0 und schliellich M ® 4 B # 0. O
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6. Die klassische Zariski-Topologie und der Nullstellensatz

In diesem Kapitel werden wir die Ergebnisse der letzten beiden Kapitel in speziellen
Fallen untersuchen. Zunéchst werden wir die Ideale-Teilmengen Korrespondenz 5.2 fiir Al-
gebren von endlichem Typ iiber einem Koérper K mit maximalen Idealen statt Primidealen
formulieren. Anschliefend definieren wir klassische Zariski-Topologien auf der Menge K"
als Spezialfélle der Zariski-Topologie auf Spec(R[x1, ..., x,]). Fiir den Fall eines algebraisch
abgeschlossenen Korpers kénnen wir dann den wichtigen Hilbertschen Nullstellensatz und
sogar eine gewisse Aquivalenz von Kategorien beweisen.

Bemerkung 6.1. Sei A ein Ring. Es ist mSpec(A) < Spec(A) nicht unbedingt ein offener
oder abgeschlossener Unterraum: Wire es ein offener Unterraum, so wire das Komplement
Spec(A) \ mSpec(A) eine abgeschlossene Teilmenge von Spec(A). Es enthilt aber jede nicht-
leere abgeschlossene Teilmenge von Spec(A) einen abgeschlossenen Punkt nach Lemma 4.7.
Dies ist ein Widerspruch, falls Spec(A) # mSpec(A). Ist (A, m) ein lokaler Ring, so ist
mSpec(A) = {m} und daher ein abgeschlossener Unterraum von Spec(A). Es ist aber bei-
spielsweise mSpec(Z) nicht abgeschlossen in Spec(Z), denn das Komplement {(0)} ist nicht
offen (siehe Beispiel 4.11).

Definition 6.2. Seien A ein Ring und I C A eine Teilenge. Dann definieren wir
Vmax(I) = V(I) NmSpec(A)
= {m e mSpec(A) | I Cm}
= {memSpec(A) |Vfel: f(m)=0}

Definition 6.3. Ein Jacobson Ring ist ein Ring A, in in dem fiir jedes Ideal I C A die
Gleichheit Nil(A/I) = Jac(A/I) gilt, also

Vi= ] =

MEVinax(I)

Satz 6.4. Sei k ein Korper. Eine k-Algebra A von endlichem Typ ist ein Jacobson
Ring.

Beweis. Wir konnen I = (0) annehmen, da die k-Algebra A/I wieder von endlichem Typ
ist. Es ist klar, dass Nil(A) C Jac(A).

Umgekehrt sei f € Jac(A) und f ¢ Nil(A). Weil f nicht nilpotent ist, ist A[%] # 0 und
enthiilt also ein maximales Ideal m. Es ist aber A[%] > Alz]/(xzf—1) von endlichem Typ iiber
k und somit nach Korollar 3.18 auch das Urbild von m unter der Lokalisierungsabbildung
ein maximales Ideal in A. Nach der Idealkorrespondenz fiir Lokalisierungen A.14 ist aber f
nicht darin enthalten, was ein Widerspruch zu f € Jac(A) ist. O

Satz 6.5 (Ideale-Teilmengen Korrespondenz fiir Jacobson Ringe). Fs sei der
Ring A ein Jacobson Ring. Die inklusionsumkehrende Bijektion aus Satz 5.2 passt in
ein kommutatives Diagramm

Vinax Abgeschlossene Teilmengen
{Radikalideale von A } —— { J von mSpec(A) g }

T
H TMHMﬂmSpeC(A)
1% Abgeschlossene Teilmengen
{Radikalideale von A } %} { g von Spec(A) g }

deren horizontale Abbildungen jeweils zueinander inverse Bijektionen sind und wobei die
Teilmenge mSpec(A) — Spec(A) die Unterraumtopologie trigt und die obere horizontale
Einschrinkung von Z mit dem gleichen Symbol bezeichnet wird. Es gilt aufSerdem

(1) IVmax(I) = +/(I) fiir eine Teilmenge I C A,

(2) VmaxZ(M)= M  fir eine Teilmenge M C mSpec(A).
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Beweis. Es folgt die Kommutativitit, sowie (1) direkt aus der Definition eines Jacobson
Rings und Satz 5.2. Die Identitit M~ = M N X’ aus Bemerkung 4.2 fiir einen Unterraum
X' C X liefert (2). O
Nun mdochten wir fiir einen Korper K die , klassische Zariski Topologie“ auf K™ definieren.
Tatséchlich werden wir fiir jede Algebra R — K eine Zariski Topologie auf K™ definieren.

Sei also R ein Ring I C R[z1,...,z,] ein Ideal und R — K eine Algebra, wobei K ein
Korper ist. Wir erinnern uns an das im dritten Kapitel betrachtete kommutative Diagramm

1R

a: K" ———— Homp-a1g(R[z1, .., 2], K) — Spec(R[z1,...,zy])

(6.6) ] ]W* ]ﬁ

Vi (I) % Homp.atg(R[z1, .., 2] /I, K) ——> Spec(Rlx1, ..., 2n]/T)

Wl

wobel m: R[z1,...,2,] = R[z1,...,2,]/] die Projektion bezeichne. In Lemma 4.10 haben
wir gesehen, dass 7 ein Homdomorphismus auf den (per Definition abgeschlossenen) Un-
terraum V(I) ist. Tatséichlich ist das obige Diagramm sogar ein Pullback Diagramm (siehe
Bemerkung 5.12), was genau bedeutet, dass Vi (I) genau das Urbild von V(I) unter « ist,
wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 6.7 (Klassische Zariski Topologie). Ist R ein Ring I C R[zy,...,x,] ein
Ideal und R — K eine Algebra, wobei K ein Korper ist, so gilt mit den Bezeichnungen
aus dem vorherigen Diagramm (6.6), dass

Vi (I) = o™ (V(I)).

Insbesondere sind die Mengen Vi (I) fiir ein Ideal I C Rlxy,...,2z,] genau die abge-
schlossenen Mengen (welche R-abgeschlossen oder R-Verschwindungsmengen genannt
werden) einer Topologie auf der Menge K™, welche die (klassische) R-Zariski Topologie
genannt wird.

Beweis. Zunichst ist es klar, dass die zweite Aussage aus der behaupteten Identitit mit
Lemma 4.4 folgt, da das Urbild a~! mit beliebigen Schnitten und Vereinigungen vertauscht.
Es geniigt, die Behauptung fiir das rechte quadratische Diagramm in (6.6) zu zeigen:

ker '(V(I)) = {¢ € Homp.aig(R[z1,...,7,], K) | ker() € V(I)}
{ € Homp-aig(R[z1, ..., 2], K) | I Cker(y)}
= {Y|Y=y¢'rfireiny': Rzy,...,2,]/] - K}
= {Y|¢Y=7") fir ein ¢': Rlxy,...,2,]/] - K}
= {¢ € Homp-aig(R[z1,...,2,],K) | ¢ € im(7*)}
Homp aig(R[z1, ..., 25]/1, K).

1

Setzen wir auBerdem Zg(M) := {f € R[z1,...,z,] | f(a) = 0 fiir alle a € M} fiir eine
Menge M C K™, so sieht man, dass

Ir(M) = {f] f(a) =0 fir alle ¢ € M}
= {f | f €ker(¢h,) fir alle a € M}
= {f|fe€ale)fur alle a € M}
= {f|fepfirallep=cala) mtaec M}
= {f|fepfiralepecalM}
= {f | f(p) =0 fiir alle p € (M)}
= Z(a(M)).
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Satz 6.8 (Hilbertscher Nullstellensatz). Ist k = k ein algebraisch abgeschlossener
Korper, so sind die inklusionsumkehrenden Abbildungen Vi und Iy zueinander inverse
Bijektionen und es gibt ein kommutatives Diagramm

m
Radikalideale von | Vmax [ Abgeschlossene Teilmengen | o) k-abgeschlossene
klxy, ..., T,] “Z | von mSpec(k[xy,...,z,]) “a | Teilmengen von k™

\i/

Beweis. Lemma 6.7 und die obige Betrachtung fiir Zr zeigen die Kommutativitdt. Nach

Lemma 6.4 ist k[z1,...,z,] ein Jacobson Ring und die Ideale-Teilmengen Korrespondenz
fiir Jacobson Ringe 6.5 zeigt, dass Vyax und Z zueinander inverse Bijektionen sind. Der Rest
folgt. O

Zuletzt mochten wir den Hilbertschen Nullstellensatz noch ,,auf algebraische Abbildungen
erweitern®. Genauer bedeutet dieses, dass wir zeigen wollen, dass zwei Kategorien dquivalent
sind. Fiir einen Ring R betrachten wir die Kategoriec FtRed(R). Thre Objekte sind R-
Algebren der Form

R[Z‘l,...,l‘n]/f
fiir ein Radikalideal I (genau gesagt gehort das Ideal I und diese Darstellung mit zu den
Daten). Die Morphismen in dieser Kategorie sind gegeben durch die iiblichen R-Algebren-
homomorphismen.

Bemerkung 6.9. Ein Funktor F': C — D zwischen zwei Kategorien C und D heifit eine
Aquivalenz von Kategorien, wenn er
(1) woll ist, also wenn fiir alle zwei Objekte ¢,¢’ € C die durch die Definition eines
Funktors gegebene Abbildung Home (¢, ¢’) — Homp (F(c), F(')) surjektiv ist,
(2) treu ist, also wenn fiir alle zwei Objekte ¢,/ € C die durch die Definition eines
Funktors gegebene Abbildung Home (¢, ¢’) — Homp(F(c), F(¢')) injektiv ist,
(3) essentiell surjektiv ist, also wenn jedes Objekt aus D isomorph ist zu einem Objekt
der Form F(¢) fiir ein ¢ € C.

Bemerkung 6.10. Fiir einen Ring R ist die Kategorie FtRed(R) eine Unterkategorie der
Kategorie der reduzierten R-Algebren von endlichem Typ mit R-Algebrenabbildungen als
Morphismen. Der Inklusionsfunktor ist sicherlich voll und treu und jede reduzierte R-Algebra
von endlichem Typ ist per Definition isomorph zu einem Objekt aus FtRed(R). Daher sind
die beiden Kategorien dquivalent.

Sei R ein Ring und R — K eine Algebra. Die Kategorie EbVer(R — K) die Kategorie
der eingebetteten R-Verschwindungsmengen hat als Objekte die R-Verschwindungsmengen
VK (I) — K"
und als Morphismen die R-algebraischen Abbildungen F: Vi (I) — Vi(J) (siehe Definiti-

on 3.30), also die kommutativen Diagramme

Kr — £ gm

J J

Vi (I) —E Vi (J).
Die etwas ungenau auch mit Vj, bezeichnete Zuordnung

Vk: FtRed(R)” — EbVer(R— K)
Rlzy,...,z,]/1 = V() = K"
@ = F

(siche Bemerkung 3.32) definiert einen Funktor, der per Definition surjektiv auf Objekten
ist. Nach Beispiel 3.33 ist dieser Funktor nicht im Allgemeinen voll und nach Beispiel 3.34
nicht im Allgemeinen treu.
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Satz 6.11. Istk =k ein algebraisch abgeschlossener Kérper, so ist der Funktor Vi, voll
und treu und damit eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung klz] := k[z1,...,2,] und k[y] := k[y1,..., ym]. Seien
I C klz] und J C k[y] zwei Radikalideale. Wir betrachten die Abbildung

Homy._aig(klyl/J, k[z]/I) — Hom(Vip(I) — k", Vi(J) — k™)
@ +— F
und zeigen zuniichst dessen Surjektivitit. Eine algebraische Abbildung F': Vi.(I) — Vi(J)
hat (mindestens) eine zugehdrige Abbildung auf Polynomringen ¢: k[y] — k[z] nach Bemer-

kung 3.32. Diese zugehorige Abbildung ¢ bestimmt F' eindeutig. Wir wollen zeigen, dass es
eine Faktorisierung

gibt, denn dann wird ¢ auf F abgebildet. Es gibt eine Faktorisierung, falls (J) C I. Fiir
ein h € kly] und a € k" gilt

e(h)(@) = (2.8, 6. ,Bmyiﬂl'“"yﬁm )(a)

= (Z(,@h B) 081 7Bmf1 b fﬁm)(a)

= Z(ﬁl, Bm) bﬁh Bmfl (@) fPr(a)
= Z (B1,sBm) bB1,....Bm Ji(a ) """ fm(Q)Bm
h(fi(@), -, fm(a)).
Mit dem Nullstellensatz 6.8 ist I = {g € k[z] | Ya € Vix(I) : g(a) = 0} und auBerdem
J={h € kly] | Yb € Vi(J) : h(b) = 0}. Ist also h € J miissen wir zeigen, dass p(h) € I,
also @(h)(a) = h(b) = 0 mit b := (fi(a),..., fm(a)) fiir alle a € Vi(I). Die algebraische
Abbildung F bildet Vi (I) nach Vi (J) ab. Ist also a € Vi (I), so ist b € Vi(J). Da h € J, gilt
also h(b) = 0 wie gewiinscht. Damit haben wir ¢(J) C I gezeigt.

Fiir die Injektivitat seien

kly] —— Klz] kly) —— la]

i i und i
kly] k[y]

zwei Diagramme, die beide F': Vi, (I) — Vi(J) definieren. Es ist zu zeigen, dass ¢ = ¢@'.
Sei h € kly]. Wir zeigen, dass ¢(h) — ¢'(h) € I. Durch den Nullstellensatz 6.8 wissen wir,
dass I = {g € klz] | Va € Vi(I) : g(a) = 0}. Sei also a € Vi(I). Wir wollen zeigen, dass
(w(h) = ¢'(h))(a) = ¢(h)(a) — ¢'(h)(a) = 0 und es gilt wie oben

JJ —— k[z]/T

p(h)(@) = h(fi(a),..., fm(a))
= h(F()) -
= h(fl(g)""’f'm( ))
= ¢'(h)(a)
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7. Prigarben und Garben

Bemerkung 7.1. Es ist klar, dass wir aus dem topologischen Raum Spec(A) nicht den Ring
A rekonstruieren konnen: Fiir jeden Korper k gilt beispielsweise Spec(k) = {*}. Diese Menge
hat eine eindeutige Topologie. Auflerdem ,jignoriert* der topologische Raum Spec(A) Nilpo-
tente, d.h. es gilt Spec(A,ea) = Spec(A) fiir jeden Ring A.

In den folgenden Kapiteln versuchen wir (letztendlich durch die Einfiihrung des Begriffs
des ,,Schemas“) zweiterlei zu erreichen:

(1) Der topologische Raum Spec(A) ermoglicht uns eine gewisse ,,geometrische Sichtwei-
se“ des Rings A. Der Raum Spec(A) legt aber nach der vorherigen Bemerkung 7.1
den Ring A nicht fest. Daher méchten wir den topologischen Raum Spec(A) mit
einer Zusatzstruktur ausstatten, die es ermdéglicht, den Ring A zu rekonstruieren.

(2) So wie man topologische Riume miteinander , verkleben“ kann, méchten wir auch
die Rdume Spec(A) mit der erwihnten Zusatzstruktur miteinander verkleben.

Bemerkung 7.2. Natiirlich kénnte man das in (1) erwihnte Problem auf triviale Weise 16sen,
indem man einfach das Paar (Spec(A), A) betrachtet. Dieses wiirde aber keine Hilfe fiir
unsere Verklebeforderung (2) sein: Es ist nicht klar, wie man Ringe A miteinander ,,verklebt®.

Bevor wir eine Losung fiir diese beiden Probleme finden, miissen wir einige Grundbe-
griffe der Garbentheorie diskutieren. Diese abstrakte Theorie hat vielleicht auf den ersten
Blick nicht unbedingt etwas mit Algebraischer Geometrie zutun. Sie ist allerdings nicht nur
ein technisches Hilfsmittel fiir knappe Definitionen sondern in der modernen Algebraischen
Geometrie, sowie vielen anderen Gebieten der Mathematik, allgegenwértig.

Definition 7.3. Sei X ein topologischer Raum. Die Kategorie Ouv(X) der offenen
Mengen von X hat als Objekte die offenen Mengen U C X von X und es ist

U=V fllsUCV

Homgpyy UV):=
Ouv(x)( ) {@ sonst.

Es bezeichne im Folgenden S die Kategorie Set der Mengen, die Kategorie Ab der abel-
schen Gruppen oder die Kategorie Ring der Ringe und X einen topologischen Raum.

Definition 7.4. Eine Prigarbe F auf X (mit Werten in S) ist ein Funktor
F: Ouv(X)? — S.

Die Elemente s € F(U) heilen Schnitte von F auf U. Fiir eine Inklusion U C V in X

offener Mengen, nennt man die S-Abbildung (—)|y: F(V) — F(U) die Einschrdnkung.
Ein Morphismus f: F — G zwischen zwei solchen Prégarben ist eine natiirliche

Transformation F — G zwischen den Funktoren F und G, also eine Familie

{f(U) ]:(U) - G(U)}UGOUV(X)
von S-Abbildungen, sodass fiir jede Inklusion U C V in X offener Mengen das Dia-

gramm

F(v) S5 6(v)

l

F(U) G(U)

kommutiert, wobei die vertikalen Abbildungen die jeweiligen Einschrinkungen sind. Wir
sagen, dass eine Eigenschaft eines Morphismus f: F — G zwischen Prigarben schnitt-
weise gegeben ist, wenn diese Eigenschaft dadurch definiert ist, dass alle S-Abbildungen
f(U): F(U) — G(U) die gleichgenannte Eigenschaft erfiillen. Die Prigarben auf X mit
Werten in S bilden zusammen mit ihren Morphismen eine Kategorie, die mit PShS(X )
oder auch nur mit PSh(X) bezeichnet wird.

f(U)
—

Bemerkung 7.5. Eine Prigarbe F: Ouv(X)° — S besteht also genau aus den Daten:
(1) Fiir jede offene Menge U C X ein Objekt F(U) € S und
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(2) fiir jede Inklusion U C V in X offener Mengen eine S-Abbildung
resy;: F(V) — F(U)
mit den beiden Eigenschaften

- resg = idp ) und

— resfy = res}resly fiir jede Inklusion U C V C W in X offener Mengen.

Beispiel 7.6.

(1) Ist A € S ein Objekt so ist die zugehorige konstante Prigarbe cA auf X definiert
durch cA(U) := Afiir alle U € Ouv(X) und id 4 : cA(V) — cA(U) fiir jede Inklusion
U CV in X offener Mengen.

(2) Ist V € Ouv(X), so heifit

yV: Ouv(X)? — Set
U — Homouv(x) (U, V)
die durch V' dargestellte Prdgarbe auf X.
(3) Es ist
C(—,R): Ouv(X)? — Set
U —  Homrop (U, R)
die Prdgarbe der stetigen Fuktionen auf X. Auf die gleiche Weise bekommt man
auch eine Prigarbe C(—,R) mit Werten in Ab oder Ring.

Lemma 7.7. Ein Morphismus f: F — G von Prdagarben ist ein Isomorphismus genau
dann, wenn er schnittweise ein Isomorphismus ist.

Beweis. Ein Morphismus f: F — G von Préagarben heifit ein Isomorphismus, wenn es einen
Morphismus g: G — F von Prigarben gibt mit gf = idz und fg = idg. Es ist also klar,
dass ein Isomorphismus von Pragarben auch schnittweise ein Isomorphismus ist.

Angenommen f: F — G ist schnittweise ein Isomorphismus, es gibt also fiir jede offene
Teilmenge U C X zu der S-Abbildung f(U): F(U) — G(U) eine inverse S-Abbildung
g(U): G(U) = F(U). Damit g einen Morphismus von Priigarben definiert miissen wir zeigen,
dass das Diagramm

o) XY, Fvy

o) L% pu)
kommutiert, wobei die vertikalen Abbildungen jeweils die Einschrinkungen sind. Fiir ein
s € G(V) gilt aber, da f ein Morphismus von Prigarben ist, die Gleichung

gV)(s)o = gO)FU)(g(V)(s)w) = gO)(f(V)g(V)(s)jv) = 9(U)(s10)- .

Die Prigarbe C(—,R) aus dem vorherigen Beispiel 7.6.(3) ist das motivierende Beispiel
fiir den Begriff einer Garbe. Ist X = U UV eine offene Uberdeckung von X, so gilt:

— (Findeutigkeit) Sind f,g: X — R zwei stetige Funktionen, die jeweils auf U und V
tibereinstimmen (fiir die also gilt fjy = gjy und fjy = gjv), so stimmen f und g schon
auf ganz X iiberein (es gilt also f = g). Mit anderen Worten kann man also Gleichheit
von Schnitten ,,lokal testen®.

— (Verkleben von lokalen Schnitten) Sind fy: U — R und fy: V — R zwei stetige Funktio-
nen, die auf dem Schnitt U NV iibereinstimmen (fiir die also gilt (fv)vnv = (fv)junv),
so gibt es eine stetige Abbildung f: X — R mit fjy = fy und fjv = fv.

Es sei daran erinnert, dass eine offene Uberdeckung eines topologischen Raums U eine
iiber eine Indexmenge Z indizierte Familie {U; < U};cz von offenen Teilmengen U; C U ist
mit U;ezU; = U.
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Definition 7.8. Eine Prigarbe F: Ouv(X)°? — S heifit eine Garbe, wenn fiir jede
offene Uberdeckung {U; <+ U};c7 einer offenen Teilmenge U C X das Diagramm

— [[ 7w T* I Fwy)

i€T 4 (i,)€IXT

ein Equalizer-Diagramm ist, wobei Uy; := U; N Uj, wobei do(s) := (s)y,); und wobei
d1((si)i) := (siju,; )ig und di ((si)e) = (85,17,, )is-
Fiir unsere Kategorien S bedeutet dieses genau
(1) dp ist injektiv und
(2) das Bild von dj ist genau die Menge {(s;); € [ I, F(Us) | di((si)i) = di((s:):)}-
Die Garben auf X mit Werten in S bilden eine Unterkategorie
(7.9) PSh®(X) < Sh¥(X): i

der Priagarben wofiir manchmal auch nur Sh(X) geschrieben wird.

Bemerkung 7.10. Ist S = At_)_ so ist eine Prigarbe F: Ouv(X)°? — S also genau dann eine
Garbe, wenn fiir jede offene Uberdeckung {U; < U},cz einer offenen Teilmenge U C X das
Diagramm

0 Fuy o [[Frwn) 225220 I 7wy

i€l (i,7)€EIXT

von (unterliegenden) abelschen Gruppen exakt ist. Die Injektivitéit von dy entspricht genau
der oben erwihnten FEindeutigkeit. Es ist in jedem Fall im(dy) C ker(d;), denn aus der
Definition einer Pragarbe folgt, dass fiir die Inklusionen U;; CU; CU und U;; CU; C U in
X offener Mengen das Diagramm

U. F(Uz) resZ?‘
K3 \ J

reslU/ij — F(Uz])
U\ U,

R CANES

kommutiert. Die andere Inklusion ker(d;) C im(dp) entspricht genau dem oben erwiihnten
Verkleben von lokalen Schnitten.

Bemerkung 7.11. Betrachtet man Punkt (2) in der Definition 7.8 einer Garbe, so gilt
{(si)i € I, F(Ui) | di((s:)i) = dY ((s:)i)}
= {(81)1 S l_L .F(Uz) | V(’L,j) el x1: Si|U;,; = sj\U--}
= {(s)i e [LFW) [ i3} €T sijuy; = i,

da die Bedingung s;|y,, = si|y,, stets erfiillt ist und aulerdem s;|,, = 550, gilt genau dann,
Wenn iy, = iy, gilt. Also kénnen wir in der Garbenbedingung aus der rechten Seite
gleiche Indizes (i,4) und Transpositionen weglassen und schreiben fiir das obige Equalizer
Diagramm nur

o L) = [170)

i,
Man kann allerdings auch allgemeinere Prigarben untersuchen und anstelle von Funktoren
Ouv(X)? — S, Funktoren 7°? — S von einem sogenannten Situs 7 nach S betrachten.
Hier verallgemeinert man U; N U; zu U; xx U; und es kann passieren, dass die beiden
Projektionen U; X x U; = U; verschieden sind. In diesem Fall ist die Schreibweise s;|y,,
doppeldeutig und wir miissen in der zugehorigen Garbenbedingung sehr wohl die Indizes
(i,1) berticksichtigen.

Beispiel 7.12.
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(0) Ist F: Ouv(X)°? — S eine Garbe, so gilt immer F()) & x, wobei * das terminale
Objekt der Kategorie S bezeichne (also die einpunktige Menge im Fall S = Set, die
Nullgruppe im Fall S = Ab und den Nullring im Fall S = Ring). Um dieses zu
sehen, schauen wir uns die Garbenbedingung fiir U = () an. Es ist die leere Familie
{} mit Indexmenge Z = () eine offene Uberdeckung der leeren Menge U (Diese
Uberdeckung ist nicht zu verwechseln mit der offenen Uberdeckung {# < @} der
leeren Menge). Auflerdem ist das Produkt [, iiber eine leere Menge das terminale
Objekt x von 8. Mit der Garbenbedingung sieht man nun F () = «.

(1) Ist A € S ein Objekt so ist die zugehorige konstante Priigarbe cA nicht unbedingt
eine Garbe. Zum einen erfiillt diese (aufler im Fall A = ) nicht cA(0) = *, was
nach dem vorherigen Beispiel fiir eine Garbe aber erfiillt sein muss. Ist zum anderen
X = U UV eine disjunkte Zerlegung von X in offene Teilmengen, so liefert die
Garbenbedingung fiir die offene Uberdeckung {U < X,V < X} und fiir eine
Pragarbe F

F(X)=2FU) x F(V).
Dies ist insbesondere nicht erfiillt fiir die konstante Pragarbe cA # .

(2) Ist V € Ouv(X), so ist die durch V dargestellte Prigarbe yV auf X eine Garbe.

(3) Es wuerde schon begriindet, dass die Prigarbe C(—,R) der stetigen Funktionen auf
X eine Garbe ist.

Eine Garbe erméglicht einem also, kompatible lokale Informationen (eindeutig) zu einer
globalen Information zusammenzukleben.

Ist F eine Priagarbe und sind x € U C V zwei ineinander enthaltene offene Umgebungen
eines Punktes z € X, so bekommen wir also eine Abbildung F(V) — F(U). Wir wiirden
gerne F ,maximal lokal um den Punkt x* auswerten, also soetwas wie das S-Objekt F({z})
betrachten. Dies ist natiirlich nicht ohne Weiteres méglich, da {z} nicht unbedingt eine
offene Teilmenge von X sein muss. Auf die gleiche Weise ist es nicht moglich, alle offenen
Teilmengen, die x enthalten zu schneiden und dann in F einzusetzen, denn dieser Schnitt
ist ebenfalls nicht unbedingt eine offene Teilmenge von X. Dieses Problem motiviert die
folgende Definition.

Definition 7.13. Sei x € X. Die Zuordnung
(-)z: PShS(X) — S

F — colim F(U)
z€UEOuv(X)er

/ = fz

ist ein Funktor und heif3t der Halm von F an x. Hier ist
li = ~
e AO = | A
UeOuv(X)
zeU

wobei (s,U) ~ (¢,V) genau dann, wenn eine in X offene Menge W C U NV um z
existiert mit sy = t;y. Die Aquivalenzklasse [s, U] := [(s,U)] € F, heiit der Keim
von s an x und wird manchmal auch mit s, bezeichnet. Es ist fiir den Fall S = Ab
oder § = Ring auch F, ein Element von § durch
[S, U] [t, V] = [S\UﬁVt\UﬁVa Un V]

Fiir einen Morphismus f: F — G von Prigarben ist die Definition der S-Abbildung
fo: Fo — Gz gegeben durch s, = [s,U] = f(sz) := (F(U)(3))z = [f(U)(s),U]. (Dieses
ist genau die Abbildung, die von f auf dem Kolimes induziert wird.)

Lemma 7.14. Sei F: Ouv(X)” — S eine Prigarbe. Die Zuordnung U — [], . Fu
mit den Projektionen als Einschrinkungen definiert eine Garbe Ouv(X)®? — S und
die Abbildung

FU) = [] 7=
zeU
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definiert durch s — (8y)zevu ist ein Morphismus von Prigarben und natirlich in F.
Auflerdem ist diese Abbildung injektiv, falls F eine Garbe ist. (Fin Schnitt einer Garbe
ist also schon festgelegt durch seine Keime.)

Beweis. Es ist klar, dass er(_) F. eine Priigarbe definiert. Tatséchlich ist Hwe(_) F. auch

eine Garbe: Sei dafiir U C X offen und {U; < U} eine offene Uberdeckung. Ist fiir alle 7 ein
Element (s%)zcv; € [[,ep, Fo gegeben, sodass

(S;)erihjij = (s;)SCEUij = (Sfc)wEUij = (5;)$EU¢|UU’
also st = si gilt auf U;; = U; NUj, so kénnen wir ein eindeutiges (s;)zey durch s, := si fiir
x € U; definieren. Auflerdem ist sicherlich das Element (s;).zey durch alle Einschrénkungen
(82)zevu|u, = (82)zeu, eindeutig festgelegt, da jedes x in (mindestens) einem U; liegt. Also
ist Hze(i) F, eine Garbe.
Datfiir, dass die angegebene Abbildung eine Abbildung von Pragarben ist, sei U C V eine
Inklusion von in X offenen Teilmengen. Dann kommutiert das Diagramm

wobei die linke vertikale Abbildung die Einschrinkung ist und die rechte vertikale gegeben
durch die Projektion.

Fiir die Natiirlichkeit der beschriebenen Abbildung in F sei f: F — G eine Abbildung
zwischen Priagarben auf X. Dann ist fiir jedes offene U C X das Diagramm

Fv) —2— ()
Do

HaseU ‘7:3? HggeU ga:

kommutativ, da Halme Funktoren sind.

Fiir den Beweis der Injektivitit wird nur die Eindeutigkeitseigenschaft der Garbe F be-
nutzt. Seien s,t € F(U) zwei Schnitte, die beide auf (s;),cv = (t)zev abgebildet werden.
Fiir jedes « € U gilt also s, = [s,U] = [t,U] = t, und nach Definition des Halms gibt es
ein offenes W, C U NV um x mit sy, = tw,. Es ist nun aber {W, < U},cp eine offene
Uberdeckung von U und die Behauptung folgt aus der Eindeutigkeitseigenschaft von F. O

Lemma 7.15. Zwei Prédgarbenabbildungen f, f': F — G auf X in eine Garbe G sind
gleich genau dann, wenn sie halmweise gleich sind, also genau dann, wenn fir alle
x € X die Abbildungen f, fL: Fx — G, tbereinstimmen.

Beweis. Es ist klar, dass zwei gleiche Abbildungen f = f’ auch halmweise gleich sind.
Nach dem vorherigen Lemma 7.14 ist fiir jedes offene U C X das Diagramm

f()

F(U) —= G(U)
J{ () £
erU Fr — HzEU Ga

kommutativ und aus der Injektivitét der rechten vertikalen Abbildung folgt f(U) = f/(U),
da die untere horizontale Abbildung durch [, f» =[], f. gegeben ist. Also gilt f = f'. O

Lemma 7.16. Eine Abbildung f: F — G zwischen Garben auf X ist ein Isomorphis-
mus genau dann, wenn sie halmweise ein Isomorphismus ist, also genau dann, wenn
fir alle x € X die Abbildung f,: Fr — G, ein Isomorphismus ist.

Beweis. Es ist klar, dass ein Isomorphismus f zwischen Garben Isomorphismen f, auf allen
Halmen induziert, da diese jeweils Funktoren sind.
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Fiir die andere Richtung sei f: F — G eine Garbenabbildung die Isomorphismen f,
auf allen Halmen induziert. Es geniigt nach Lemma 7.7 und da Isomorphismen in unseren
Kategorien S genau die bijektiven Abbildungen sind, zu zeigen, dass f(U): F(U) — G(U)
bijektiv ist fiir jede offene Teilmenge U C X.

Die Injektivitdt von f(U) folgt aus dem nach Lemma 7.14 kommutativen Diagramm

Fu)y L9 gw)

I l

[icv 7= — [Lev Ga-

Fiir die Surjektivitét sei t € G(U). Fiir « € U ist f, nach Voraussetzung surjektiv und
es gibt also ein [s,V] € F, mit f.([s,V]) = [f(V)(s),V] = t; € G,. Dies bedeutet, dass es
eine offene Umgebung W, €V NU von z gibt mit t|y, = f(V)(s)w, = f(W)(sjw, ). Wir
schreiben sy, := s, € F(W,), damit nicht der Anschein erweckt wird, dass sy, eine
Einschriinkung eines Elements aus F(U) ist. Es ist {W, < U}.cp eine offene Uberdeckung
von U und wir méchten die Garbeneigenschaft von F benutzen, um die sy, zu einem
Element s € F(U) mit f(U)(s) =t zu verkleben. Es gilt fiir z,y € U, dass

JWe W) ((sw, ) jwonw,) = F(Wa)(sw,)w.nw,
tw, ) \w.nw,
Yw.nw,
(tw, ) w.rw,
f(Wy)(SWy)WmWy
= f(WN Wy)((SWyNWmWy)
und aus der eben bewiesenen Injektivitét folgt (sw, )jw.nw, = (sw, )jw.nw, - Also gibt es mit
der Garbenbedingung fiir F ein s € F(U), das zu den obigen sy, einschrinkt. Ausserdem
impliziert die Injektivitdt von do mit f(W,)(sw,) = t|w,, dass f(U)(s) = t. O

Bemerkung 7.17. Der Beweis des vorherigen Lemmas 7.16 zeigt auch, dass f schnittweise
injektiv ist genau dann, wenn es halmweise (also auf allen Halmen) injektiv ist. Das einzi-
ge dafiir zusétzlich erforderliche Argument ist, dass eine schnittweise injektive Abbildung
von Prégarben auch halmweise injektiv ist. Die Analogie von Lemma 7.16 ist aber falsch
fiir die Surjektivitdt. Ein schnittweise surjektives f ist auch halmweise surjektiv, aber die
Umkehrung ist nicht unbedingt richtig.

Wir wollen nun eine Priagarbe ,,bestmoglich® zu einer Garbe machen. Dafiir méchten wir
identifizieren, wie das Bild der Injektion

FU) = [[ 7
zcU
aus Lemma 7.14 fiir eine Garbe genau aussieht.

Lemma 7.18. Sei F: Ouv(X)? — S eine Prigarbe und betrachte fiir ein offenes
U C X das S-Objekt

aF(U) :=={ (82)zev € [[pey Fz | (82)zev ist ausdehnbar } — H Fa
zeU
wobei eine Familie (s;)zcuy von Keimen ausdehnbar heifst, wenn gilt:

Fiir alle x € U existiert eine offene Umgebung W C U und
ein Schnitt ¢ € F(W), sodass fir alle y € W gilt ¢, = s,.

Dann ist aF mit den Projektionen als Einschrinkungen eine Garbe.

Beweis. Es ist aF (U) mit der halmweisen Addition bzw. Multiplikation ein S-Objekt. Es ist
leicht zu schen, dass aF eine Priagarbe aF: Ouv(X)% — S definiert (sieche Lemma 7.14).
Fiir die Garbenbedingung sei U C X offen und {U; <+ U} eine offene Uberdeckung.
Fiir die Eindeutigkeitseigenschaft betrachten wir die Komposition,

aF(U) = [[erw) =[] %= ] 7~ [ %

i xzeU; zel;U; zeU
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(wobei wir fiir die letzte Abbildung fiir jedes z € U ein ¢ wihlen mit « € U; und dann die
Projektion pr;, : [[,e.,, Fo — Fu betrachten) die per Definition injektiv ist. Also ist auch
insbesondere die erste Abbildung injektiv.

Seien nun fiir jedes ¢ ausdehnbare Familien von Keimen (s; ) zcv; gegeben, die kompatibel
mit den Einschridnkungen sind, also fiir die gilt (s;.2)zcv,nv; = (5j,2)eev,ny; fiir alle Indizes
i und j. Genau wie im Beweis von Lemma 7.14 definieren wir (s;)zey durch s, :=s; , falls
x € U;, was durch die Kompatibilitdt wohldefiniert ist. Es bleibt nur zu zeigen, dass die
Familie von Keimen (s;)zcy auch wieder ausdehnbar ist. Sei dafiir € U. Dann liegt x in
einem U; und da (s;;)zecy, ausdehnbar ist, gibt eine offene Umgebung W, C U; C U und
ein ¢ € F(Wy), sodass fir alle y € W, gilt ¢, = ;4 = s,. Damit ist aF eine Garbe. O

Bemerkung 7.19. Sei F: Ouv(X)% — S eine Prigarbe und U C X eine offene Teilmenge.
Nach Definition des kartesischen Produkts gilt

[[7={(fU—|]|7F | Fivallez €U gilt f(z) € F, }

zecU zeU
und fiir U C V entspricht der Projektion [[ oy Fo — [[,cpy F= genau die Abbildung, die
ein Element V' — U,cyF, auf die Priakomposition U — V — Ugcy F,, welche wiederum
iiber iiber die Inklusion Ug,cyF, < Uzey Fy faktorisiert, schickt. Man findet manchmal in
der Literatur die Beschreibnung der Garbifizierung durch diese alternative Beschreibung.

Satz 7.20. Es ist die Zuordnung a: PSh®(X) — Sh®(X) aus dem vorherigen Lem-
ma 7.18 ein Funktor und heifit Garbifizierung. Ist f: F — i(G) eine Prigarbenabbildung
von einer Prdagarbe F in eine Garbe G, so faktorisiert diese eindeutig iiber die Garbifizie-
rung, es gibt also eine natirliche Transformation n: idpsn — ta und ein kommutatives
Diagramm

F—L i@
n(F) =
ia(F).

Es ist auflerdem n(F) ein Isomorphismus auf allen Halmen.

Beweis. Wir haben uns schon in Lemma 7.14 davon iiberzeugt, dass die Zurordnung

nFU): FU) - ][ F
zelU
s = (Sw)wEU

natiirlich in U € Ouv(X) und F € PSh®(X) ist. Wir zeigen nun, dass sie auch iiber
iaF (U) faktorisiert und erhalten somit eine natiirliche Transformation 7: idpsn — ia. Fiir
die Existenz dieser Faktorisierung miissen wir zeigen, dass fiir einen Schnitt s € F(U) die
Familie (s;)zev von Keimen ausdehnbar ist, was aber (mit W := U) unmittelbar klar ist.
Wir zeigen nun, dass fiir alle Prigarben F € PSh(X) und z € X die S-Abbildung
N(F)z: Fu — (iaF), ein Isomorphismus ist.
Fiir die Injektivitdt konnen wir die Komposition

F —iaF = i]],cp Fa

betrachten. Der Halm der Prégarbe i[], ., F. an = muss nicht 7, sein, aber es gibt eine
Abbildung (i]],cy Fo)e — Fo induziert durch die Projektion, womit die Komposition

Fo = (1aF )y = (i]lpep Fa)e — Fa

die Identitét ist und damit die erste Abbildung injektiv.

Fiir die Surjektivitét sei [(sz)zev, U] € (1aF), = n(F),. Es gibt also eine offene Umge-
bung W C U von z und ein Schnitt ¢ € F(W), sodass fiir alle y € W gilt ¢, = s,,. Wir
haben also

[(s2)acu, Ul = [(sy)yew, W] = [(¢y)yew, W] = n(F)(W)(c), W] =: n(F)a(ce)
und damit ist n(F), surjektiv.
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Ist nun f: F — i(G) eine Priigarbenabbildung, so liefert die Anwendung von n ein kom-
mutatives Diagramm

F—L i

n(F)J RE)
iaF “Y ai(g)
dessen vertikale Morphismen nach dem bereits Gezeigtem Isomorphismen auf allen Halmen
sind. Daher folgt mit Lemma Lemma 7.16, dass der rechte vertikale Morphismus ein Isomor-
phismus ist und die Existenz der gewiinschten Faktorisierung ist gezeigt.
Fiir deren Eindeutigkeit, seien i und h’ Morphismen, die das Diagramm

F—1 i)

NI

ia(F).

kommutativ machen. Wir haben schon gezeigt, dass n(F) halmweise ein Isomorphismus ist.
Daher sind h und A’ halmweise gleich und als Morphismen in eine Garbe auch gleich nach
Lemma 7.15. |

Bemerkung 7.21. Sind C und D Kategorien sowie F': C — D und G: D — C Funktoren, so
heifit (F,G) ein adjungiertes Paar oder F linksadjungiert zu G oder G rechtsadjungiert zu
F', oder in Symbolen

F:C=2D:G
falls es eine in ¢ € C und d € D natiirliche Bijektion

¢eq: Homp(F(c),d)—s Home (¢, G(d))

gibt. Es folgt dann, dass es zwei natiirliche Transformationen n: id¢ — GF, die Finheit und
€: FG — idp der Koeinheit gibt, sodass die beiden Dreiecksidentitidten

F - FGF G %, GFG

\ leF \ lGe
F G
erfiillt sind, idem man

n(c) := der(e)(idpy) und  e(d) := d’gzgd)d(idG(d))
setzt. Umgekehrt liefern n und e, die die Dreiecksidentitéten erfiillen auch eine natiirliche
Bijektion ¢.q := Homp(F(c), d) S, Home (GF(c), G(d)) = Home (¢, G(d)), wobei man die
Koeinheit fiir die Bijektivitiat benotigt.

Eine reflexive Unterkategorie oder eine Lokalisierung ist eine Adjunktion F': C =2 D : G,
bei der der Rechtsadjungierte G eine Unterkategorie ist, also insbesondere (oder bis auf
Aquivalenz sogar genau) ein voller und treuer Funktor. Dieses ist dquivalent dazu, dass die
Koeinheit € der Adjunktion ein Isomorphismus ist oder, mit anderen Worten dazu, dass fiir
alle Morphismen f: ¢ — G(d) in C ein eindeutiger Morphismus g: F(¢) — d in D existiert,
der das Diagramm

c —1 G
A
m EG(Q)
GF(c)

kommutativ macht. Der vorherige Satz 7.20 zeigt also mit anderen Worten, dass es eine
Adjunktion
a:PSh®(X) = Sh¥(X):i
gibt, die eine Lokalisierung ist. Eine koreflerive Unterkategorie oder eine Kolokalisierung ist
eine Adjunktion F' : C 2 D : G, bei der der Linksadjungierte F' eine Unterkategorie ist.
Eine Adjunktion bei der die Einheit und die Koeinheit Isomorphismen sind, heifit eine
Adjungierte Aquivalenz. Es ist ein Satz der Kategorientheorie, dass ein Funktor F' genau
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dann eine Aquivalenz von Kategorien (Siehe Bemerkung 6.9) ist, wenn er Linksadjungierter
(oder #quivalent: Rechtsadjungierter) einer Adjungierten Aquivalenz ist. (Definiert man eine
Aquivalenz alternativ als natiirliche Isomorphismen 7 und e miissen diese nicht unbedingt
die Dreiechsidentitéten erfiillen, tun dieses aber nach einem geeigneten Ersetzen. Dieses ist
bei unserer Definition in Bemerkung 6.9 aber kein Problem.)

Definition 7.22. Sei A € S ein Objekt. Die zugehorige konstante Garbe
acA: Ouv(X)? —» S
auf X ist die Garbifizierung der konstanten Priigarbe cA aus Beispiel 7.6.(1).

Lemma 7.23. Fiir ein Objekt A € S ist die konstante Garbe acA gegeben durch
acA(U) =2 {g: U — A | g ist stetig und A trigt die diskrete Topologie}

fiir eine offene Teilmenge U C X mit den offensichtlichen Einschrinkungsabbildungen.
Es gilt also insbesondere acA(U) = A, falls U nichtleer und zusammenhdngend ist.

Beweis. Zunichst ist klar, dass fiir ein zusammenhéngendes U die zweite Beschreibung aus
der ersten folgt, denn in diesem Fall sind fiir U # @ die stetigen Abbildungen g: U — A
konstant und entsprechen also genau einem Element aus A.

Fiir die erste Beschreibung, sei die rechte Seite der zu zeigenden Isomorphie kurzfristig
mit cA’(U) bezeichnet. Es ist klar, dass cA’ eine Garbe ist. Wir benutzen nun die universelle
Eigenschaft der Garbifizierung aus Satz 7.20 und betrachten das Diagramm

cA _f, cA’

NP

acA

)

wobei die Abbildung f von Prigarben dadurch definiert ist, dass f(U) ein Element a aus
A = cA(U) auf die konstante Funktion g: U — A mit Wert a schickt. Da die diagonale Abbil-
dung in dem obigen Diagramm ein Isomorphismus auf Halmen ist und es nach Lemma 7.16
ausreicht zu zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus auf Halmen ist, geniigt es schliefflich also zu
zeigen, dass f ein Isomorphismus auf Halmen ist. Es ist klar, dass f injektiv auf Halmen
ist, da jedes f(U) injektiv ist. Die Halme von cA sind natiirlich jeweils A und fiir die Sur-
jektivitdt von einem f, geniigt es also zu zeigen, dass fiir jeden Keim [g: U — A, U] € cAl,
die stetige Abbildung g nach geniigender Verkleinerung von U um z konstant wird. Ist aber
a = g(z) das Bild von z, so ist {a} C A offen und dessen Urbild W C U also eine offene
Menge von der gewiinschten Form. |
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8. Geringte Riume und Verkleben

In diesem Kapitel behandeln wir die technischen Voraussetzungen, um im néchsten Kapi-
tel die Rdume Spec(A) mit Zusatzstruktur miteinander verkleben zu kénnen. Ist man beim
ersten Lesen nicht an technischen Details interessiert, ist es vielleicht zu empfehlen, dieses
Kapitel zunéchst nur zu ,,iiberfliegen“ und spéter genauer zu lesen.

Bemerkung 8.1. Ist X ein topologischer Raum und X = U UV eine offene Uberdeckung, so
gibt es sicherlich ein kommutatives Diagramm

uvNnv —— U

L]

Ve——X

von topologischen Riéumen, wobei die Abbildungen jeweils die offensichtlichen Inklusionen
sind. Ist nur U <= U NV < V gegeben, so kann man sich fragen, ob man daraus bereits X
,rekonstruieren® kann. Dieses geht tatséchlich bis auf Isomorphie von topologischen Raumen,
also bis auf einen Homéomorphismus. Es gibt also ein kommutatives Diagramm

Uunv «— s u

-

von topologischen Rdumen mit P = X. Der topologische Raum P hat als unterliegende
Menge die Quotientenmenge
P=UI[V/

beziiglich der Aquivalenzrelation, die von u ~ v, falls es ein w € UNV gibt mit i(w) = u und
j(w) = v, erzeugt wird. Eine Teilmenge W C P offen ist genau dann, wenn beide Urbilder
unter den kanonischen Abbildungen U < UUV — P und V < ULV — P offen sind. Diese
Topologie nennt man auch die Quotiententopologie. Spater wird das Symbol ,m“ bedeuten,
dass es sich bei einem kommutativen Diagamm um ein sogenanntes Pushout Diagramm
handelt. Das obige Diagramm ist also ein Beispiel eines solchen Pushout Diagramms in der
Kategorie der topologischen Riume (vgl. auch Bemerkung 5.12 fiir einen Speziallfall der
dualen Konstruktion).

Wir mochten gerne die gleiche Konstruktion wie in Bemerkung 8.1 fiir Garben durch-
fiihren. Dazu miissen wir zunéchst einmal Garben auf verschiedenen topologischen Riumen
miteinander vergleichen, denn bei unseren bisherigen betrachtungen zu Prigarben und Gar-
ben war der topologische Raum X, also die Kategorie Ouv(X)°P stets fixiert.

Definition 8.2. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung topologischer Raume. Es gibt
einen Funktor

7t Ouv(yY) — Ouv(X)

14 = V)
welcher einen Funktor
fr': PSh®(X) — PShé(Y)
F = F(fH),

der auch nur mit f, bezeichnet wird und der das direkte Bild oder der Pushforward
genannt wird, induziert.

Lemma 8.3. Das direkte Bild f.: PSh®(X) — PSh®(Y) bewahrt Garben und defi-
niert also einen Funktor
fo: Sh¥(X) — Sh%(Y)
F = F(H()
der ebenfalls das direkte Bild genannt und mit dem gleichen Symbol bezeichnet wird.
Beweis. Sei F eine Garbe auf X. Wir miissen die Garbenbedingung aus Definition 7.8 fiir
die Prégarbe F(f~1(—)) auf Y testen. Sei also V C Y eine offene Teilmenge und {V; < V'}

eine offene Uberdeckung. Dann ist aber auch {f~*(V;) < f~'(V)} eine offene Uberdeckung
der offene Menge f~1(V) C X und die Garbenbedingung von F liefert das Gewiinschte. [J
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Beispiel 8.4.

(1) Betrachtet man einen topologischen Raum X und die stetige Abbildung f: X — x,
so gilt in diesem Fall

fo(F) = F(X)

wobei wir die Identifikation Sh® (%) 22 S benutzen, welche durch F — F(x) gegeben
ist. Man nennt die Elemente von F(X) auch die globalen Schnitte von F und f,
den Funktor der globalen Schnitte. Der Funktor der globalen Schnitte ist also ein
spezielles direktes Bild.

(2) Betrachtet man einen topologischen Raum Y, einen Punkt y € Y, die stetige Ab-
bildung f: {y} — Y und ein Objekt A € S, so ist dadurch eine eindeutige Garbe
auf {y} gegeben, die konstante Garbe acA. In diesem Fall heifit f.(acA) (oder eine
dazu isomorphe Garbe) auch Wolkenkratzergarbe an y mit Wert A. Eine Wolken-
kratzergarbe ist also ein spezielles direktes Bild. Man {iberlegt sich leicht, dass fiir
den Halm der Wolkenkratzergarbe f.acA an einem Punkt ¢y € Y gilt

A falls ' € {y},

*  sonst,

(fracA)y = {

wobei * das terminale Objekt der Kategorie S bezeichne.
(3) Ist f: Z — Y die Inklusion eines abgeschlossenen Unterraums, so heifit f.(F) auch
die Ausdehung durch Null. Fiir den Halm dieser Garbe an einem Punkt y € Y gilt

Fy, fallsy e Z,

* sonst.

(fuF)y = {

Neben dem direkten Bild mochten wir fiir eine stetige Abbildung f: X — Y einen Funktor
,in die andere Richtung® Sh®(Y") — Sh®(X), oder zumindest erst einmal einen Funktor auf
Priigarben PSh®(Y) — PSh®(X), konstruieren. Dafiir wiirden wir gerne das Objekt f(U)
fiir eine offene Menge U € Ouv(X) in G € PSh®(Y) einsetzen. Dieses ist allerdings, genau
wie bei der Definition des Halms 7.13, nicht ohne Weiteres moglich, da f(U) nicht unbedingt
eine offene Teilmenge von Y sein muss. In der folgenden Definition imitieren wir also die
Definition des Halms 7.13.

Definition 8.5. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung topologischer Radume. Die Zu-
ordnung
f~: PSh°(Y) — PSh%(X)
g — <U — colim Q(V))
f(U)CVEOuv(y)eor

wobei f~(G) die offensichtlichen durch G induzierten Einschrinkungsabbildungen be-
sitzt und wobei eine Abbildung G — G’ auf die induzierte Abbildung f~(G) — f~(G’)
geschickt wird, ist ein Funktor und heifit das inverse Bild (unter f). Hier ist genau wie
beim Halm in Definition 7.13,

i V)= V)/~
S e SV = L 60
VeOuv(Y)
F)cv
wobei (s,V) ~ (¢, V') genau dann, wenn eine in Y offene Menge W C VNV’ um f(U)
existiert mit sy = fy. Es bezeichne

f~: Shs(Y) — Sh%(X)
g = af(9)

den durch die Garbifizierung gegebenen Funktor, der etwas ungenau mit dem gleichen
Symbol bezeichnet und auch das inverse Bild genannt wird.

Bemerkung 8.6. Wir versuchen den in der vorherigen Definition auftretenden Kolimes besser
zu verstehen: Sind V, V' € Ouv(Y) offene Mengen mit f(U) C V' C V, so gibt es eine
Restriktionsabbildung (—)y+: G(V) — G(V’) und alle (s, V") werden identifiziert mit ihrem
Bild (s|y+, V). Intuitiv werden wir also ,,mit offenen Mengen immer kleiner um f(U).
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Bemerkung 8.7. Man kann den Index im Kolimes oder der disjunkten Vereinigung in der
vorherigen Definition mit f(U) C V < U C f~1(V) umschreiben. So sieht man vielleicht
noch eine genauere Analogie zu Definition 8.2.

Beispiel 8.8.

(1) Betrachtet man einen topologischen Raum Y, einen Punkt y € Y und die stetige
Abbildung f: {y} — Y, so ist f7(G) = G, durch einen direkten Vergleich der
Definitionen 7.13 und 8.5. Etwas genauer gesagt, ist in diesem Fall die Priagarbe
f7(G) schon eine Garbe und wir benutzen die Identifikation Sh®({y}) = S, welche
durch F — F({y}) gegeben ist.

(2) Ist f: X — Y eine offene Abbildung, so ist die Beschreibung des inversen Bildes viel
einfacher: Ist U C X eine offene Menge, so ist auch f(U) C Y offen und der Kolimes
in Definition 8.5 hat ein , terminales Objekt*, d.h. f(U) selber ist die , kleinste offene
Menge® um f(U) (siche Bemerkung 8.6). Daher gilt in diesem Fall f~(G) = G(f(—))
fiir Préagarben.

(3) Ist f: V <= Y eine offene Teilmenge von Y, so nennt man das inverse Bild

Gv:=[f(G)=: Ouv(V)*? — S
w — F(W).
auch die Finschrankung. Es ist klar, dass Q‘U eine Garbe ist, falls G eine Garbe ist.

Wir mochten an dieser Stelle in dem folgenden Satz noch kurz formulieren, wie sich das
inverse und das direkte Bild zueinander verhalten.

Satz 8.9. Sei f: X =Y, F € Sh®(X) und G € Sh®(Y). Dann gibt es eine natiirliche
Bijektion
Homgps x)(fG,F) —— Homgys (G, f.F)
oder mit anderen Worten eine Adjunktion
f~:Shé(Y) = Sh®(X) : f.
und die entsprechende Aussage gilt auch fiir Prigarben.

Sind auflerdem f: X =Y, g: Y — Z zwei stetige Abbildungen, so sind das inverse
und das direkte Bild vertrdaglich mit der Komposition, es gilt also

(9f)" =2f"g" und (9f)« = gufs

und fir den Spezialfall {x} Sxty folgt insbesondere (f~G)z = Gy(q)-
Ist auflerdem f: X — Y eine offene oder eine abgeschlossene Einbettung, so ist die
Koeinheit f~ fo — id der obigen Adjuktion ein Isomorphismus.

Beweis. Wir definieren zunichst ¢ und deren Umkehrabbildung ¢~!. Sei also eine Abbildung
a: f7G — F von Garben auf X gegeben und sei V' C Y eine offene Menge. Wir definieren
¢(a)(V) als die Komposition

G(V) > [7G(F 71 (V) > af =G~ (V) S F (V) = £UF(V),
wobei die erste Abbildung dadurch definiert ist, dass ff~1(V) C V und die zweite durch
die Garbifizierung.

Fiir die Umkehrabbildung sei f: G — f.F eine Abbildung von Garben auf Y. Da F eine
Garbe ist, geniigt es durch die universelle Eigenschaft der Garbifizierung eine Abbildung
f~G — F von Priagarben auf X zu konstruieren. Sei dafiir U C X offen und nehme ein
Element a € f~G(U). Durch die Definition des Kolimes (also der Aquivalenzrelation auf der
disjunkten Vereinigung) gibt es einen Repriisentanten b € G(V) davon, wobei V' C Y offen
ist mit f(U) C V. Es folgt, dass U C f~1(V) und wir schicken a auf das Bild von b unter
der Komposition

6(v) 22 7 W) = A ) T F ).

Es ist eine Ubung zu zeigen, dass diese beiden Zuordnungen zueinander invers sind.
Es folgt (gf)« & gu fx direkt aus (gf)~! = f~1g~!. Fiir die Identitiit (¢f)” = f~g~ auf
Priigarben sei % € PSh®(Z) und U C X offen. Nun gilt fiir W € Ouv(Z), dass gf(U) C W
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genau dann, wenn es eine offene Menge V' C Y um f(U) gibt mit g(V) € W. Damit folgt
die Behauptung fiir Pragarben. Die analoge Behauptung fiir Garben rechnet man entweder
ebenso direkt nach oder benutzt die gerade bewiesene Adjunktion, um zu beobachten, dass

Homgy(x)((9f)~H, F) Homgy(z)(H, (9.f)«F)
Homgy(z)(H, g« f« F)
Homgp vy (9~ 'H, fu F)
Homgn(x)(f g~ 'H, F)

1R 1R 1R

fiir alle F € ShS(X ) gilt, woraus die Behauptung mit dem Yoneda Lemma (einer allgemeinen
kategoriellen Aussage, Lemma 13.9) folgt.

Fiir die letzte Behauptung tiber die Koeinheit sei f: X < Y eine offene oder eine ab-
geschlossene Einbettung und F € ShS(X ). Wir mochten zeigen, dass f~ f.F — F ein
Isomorphismus ist, was wir nach Lemma 7.16 auf Halmen testen kénnen. Sei z € X. Mit
der vorherigen Identifikation miissen wir zeigen, dass die natiirliche Abbildung e(F),

(f7fF)a = (feF) @) = FUTH (D p@) — Fo
injektiv und surjektiv ist. Fiir die Injektivitét seien [t,V] und [t/, V'] zwei Elemente der
linken Seite, also t € F(f~1(V)) und ¢ € F(f~1(V")), die unter ¢(F), auf das gleiche
Element in F, abgebildet werden. Dieses bedeutet genau, dass es eine in X offene Umgebung
UC 1 V)nf~4(V)=vnV'NnX von x gibt mit ¢,y = ty- Wenn die Inklusion X — Y
offen ist, so ist auch f(U) C V NV’ eine offene Umgebung von f(z) in Y und es gilt
(t, V] = [tipw), FU)] = [ty [O)] = [t', V'] da YU f(U)) = U, was die Injektivitit zeigt.
Im Fall, dass X < Y abgeschlossen ist, ist X \ U in X und damit auch in Y abgeschlossen
und somit
W:=Y\(X\U)NVnV)=(Y\X)ulU)n{Vnv’)

offen in Y. Auch hier gilt W € VN V" und f~*(W) = U und daher [t,V] = [tjw, W] =
[tiw, W] = [/, V'] wie im offenen Fall.

Fiir die Surjektivitiit sei [s,U] € F,. Hier ist U eine in X offene Umgebung von z. Wie
oben gibt es eine in Y offene Menge W mit f~1(W) = U. Da = € U folgt f(x) € W und
[s, W] € F(f~'(—)) () ist ein gesuchtes Urbild von [s,U], was die Surjektivitit zeigt. O

Bemerkung 8.10. Die letzte Behauptung in dem vorherigen Satz besagt, dass sich das inverse
Bild auf gute Weise mit Halmen vertragt. Aufer in speziellen Féllen wie denen in Beispiel 8.8,
vertréigt sich das inverse Bild normalerweise nicht gut mit Schnitten. Das direkte Bild ist per
Definition vertréglich mit Schnitten, aber auf Halmen nicht unbedingt gut zu kontrollieren,
aufler in speziellen Fillen wie denen in Beispiel 8.4.

Wir moéchten gerne einen topologischen Raum X und eine Garbe darauf als ein ,,gemein-
sames Objekt* betrachten. Ein solches Objekt nennt man einen ,geringten Raum®.

Definition 8.11. Ein geringter Raum ist ein Paar (X, Ox) bestehend aus einem topo-
logischen Raum X und einer Garbe, der Strukturgarbe,

Ox: Ouv(X)°? — Ring

von Ringen auf X. Man bezeichnet ein solches Objekt manchmal nur mit X, wenn klar
ist, was die beteiligte Strukturgarbe sein soll.

Ein Morphismus (f, f*): (X,0x) — (Y, Oy) zwischen zwei geringten Riumen be-
steht aus einer stetigen Abbildung f: X — Y und einer Abbildung

f*: Oy = f.0x = Ox(f71(-))

von Garben auf Y. Man bezeichnet einen solchen Morphismus geringter Rdume manch-
mal nur mit f, wenn klar ist, was die beteiligte Abbildung auf Garben sein soll.

Die geringten Rdume bilden zusammen mit ihren Morphismen eine Kategorie, die
mit RS bezeichnet wird mit der Komposition (g, ¢*)(f, %) = (g, g«(f*)g?).

Ist X ein geringter Raum, so schreiben wir manchmal |X| fiir dessen zugehoérigen
topologischen Raum und es gibt einen Funktor

|—|: RS — Top
(X, Ox) — X.
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Beispiel 8.12. Ist X ein topologischer Raum und Cx(—,R) die Garbe der stetigen reellwer-
tigen Funktionen darauf, so ist das Paar (X,Cx(—,R)) ein geringter Raum. Eine stetige
Abbildung f: X — Y definiert einen Morphismus (f, f): (X,Cx(—,R)) = (Y,Cy(—,R))
durch
FHV): Cr(VR) = filx (=, R)(V) =Cx(f~1(V),R)
S —  f*s,
oder genauer durch s+ s(f|z-11y(—))-

f7HV) 4 - R
X _f Y
Ist X — Y injektiv, so ist f#(V): Cy (V,R) — f.Cx(—,R)(V) also gerade die Restriktion

S SlVﬂX'

Um letztendlich geringte Rdume miteinander zu verkleben, miissen wir uns im folgenden
Lemma 8.13 erst einmal {iberlegen, wieso man Abbildungen von Garben ,lokal angeben“
und miteinander verkleben kann.

Lemma 8.13. Sei F eine Prdgarbe und G eine Garbe auf X mit Werten in Set. Dann
ist die Zuordnung

Hom(F,G): Ouv(X)? — Set
U +  Hompghw)(Flu,9v)
eine Garbe und heif$t der Garbenhom auf X.

Beweis. Es ist klar, dass Hom(F, G) eine Prigarbe definiert, denn ist U C V eine Inklusion
in X offener Mengen, so ist die Restriktionsabbildung

Hom(F, G)(V) = Hom(Fjv, Gy) — Hom(F |y, Gjv) = Hom(F,G)(U)

einfach dadurch gegeben, dass man in eine Garbenabbildung f: Fjyy — Gy nur offene
Teilmengen von U einsetzt, wofiir wir fji: Fjy — Gy schreiben.

Fiir die Garbenbedingung sei U C X eine offene Menge und {U; < U} eine offene
Uberdeckung. Fiir die Eindeutigkeit seien f,g € Hom(F |7, Grr) zwei Elemente, sodass gilt
fiu, = g, fiir alle i. Wir méchten zeigen, dass f = g, also dass f(W) = g(W) gilt fiir alle
W C U offen. Wéhle also ein W C U offen und s € Fjy(W) = F(W). Dann gilt fiir alle
Indizes i, dass

W) wrw = fFUNW)(s0,0w)
= S, Ui " W)(sjp,0w)
91U, (Uin W)(S\Uiﬂw)
und da {U; N W < W} eine offene Uberdeckung ist, folgt f(W)(s) = g(W)(s) mit der
Eindeutigkeitseigenschaft der Garbe G.

Fiir die Verklebeeigenschaft seien f; € Hom(F|y,,Gy,) kompatible Elemente. Wir wollen
ein Element f € Hom(F|y,G)y) konstruieren, dass auf die f; einschrénkt. Sei W C U eine
offene Menge. Wir miissen also zunéchst eine Abbildung von Mengen f(W): Fjy(W) =
FW) = G(W) = Guy(W) definieren. Sei dafiir s € F(W) und betrachte die Elemente
ti = fi(UsnW)(sjp,0w) € G(U;NW). Um diese mit der Garbeneigenschaft von G zu einem
Element t € G(W) zu verkleben, miissen wir deren Kompatibilitét iiberpriifen. Fiir Indizes
1 und j gilt aber

tivinu,nw = fi(Ui O W) (810w v.nu;nw
= fillinU; D W)(sjv,n0;0w)
= iU NU; 0O W)(sjv,nv,nw)
= tjjuinu;nw,
die Elemente sind also kompatibel und wir setzen f(W)(s) :=t. Um zu zeigen, dass f eine
Abbildung von Prégarben f: Fjy — Gy definiert, seien W’ C W in U offene Teilmengen.
Wir wollen fiir s € Fjy(W) zeigen, dass die Elemente

fOV)($)wr = FWV') (sjw)
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von Gy (W’) gleich sind. Mit der Eindeutigkeitseigenschaft der Garbe G geniigt es wieder,
dies fiir die Einschriinkungen zu der offenen Uberdeckung {U; N W’ < W'} zu testen. Nun
gilt
f(W)(S)\W’lUmW’ = f(W)(S)me/

= (f(W)(S)\UlﬁWNULﬁW’

= fiUinW)(sju.0w)ju.nw

= iU nW)(sju,nw7)

= fW)(sw)wnw:
und also ist f ist eine Abbildung von Prigarben. O

Bevor wir geringte Rdume miteinander verkleben, mochten wir das analoge Resultat fiir
Garben getrennt beweisen, da wir es an einer spéteren Stelle noch einmal in dieser Form
benéGtigen werden.

Bemerkung 8.14. Mit uns bisher unbekannten und technischen Worten, kann man den nach
der folgenden Definition genannten Satz 8.18 auch so formulieren, dass der ,,2-Funktor*

Shs(*)i Ouv(X)? — 2-Grpd C 2-Cat

einen Stack definiert - dieses ist eine Art abgeschwiichte Version einer Garbe, bei der das
Equalizer-Diagram aus 7.8 noch ,einen Schritt weiter nach rechts“ geht. Genauso, wie wir
bei einer Garbe formuliert haben, wann eine Familie von Schnitten , kompatibel® ist, und
man sie also verkleben kann, liefert die folgende Definition 8.15 die analoge Bedingung fiir
einen Stack, also in unserem Fall die analoge Bedingung fiir die Garben ansich.

Definition 8.15. Sei X ein topologischer Raum und iy := {U; < X };cz eine offene
Uberdeckung. Ein Verklebedatum (F;, ¢j;) fir Garben auf ix (mit Werten in S) ist eine
Familie

Fi: Ouv(U;))? — S
von Garben zusammen mit Garbenisomorphismen

biit Fivy, — Fju;,
fiir alle Paare (i,5) € Z2, sodass fiir alle Tripel (i, j, k) € Z3 das Diagramm (in dem die
jeweiligen Einschrénkungen der ¢ auf U; i := U; N U; N Uy nicht genannt sind)
Pri

FiUiju

(8.16) ¢\A %

'Fj|Uijk

Friv.;

kommutiert, was die Kozykelbedingung genannt wird. Ein Morphismus von Verklebeda-
ten (Fi, ¢ji) — (Gi,pji) ist eine Familie von Garbenabbildungen f;: F; — G;, sodass
fiir alle Paare (i,5) € I? das Diagramm

(8.17) fﬂ%i lfﬂ%
®ji
gi\Uz‘j ~ gj\Uij

kommutiert. Die Verklebedaten fiir Garben auf {{x bilden zusammen mit ihren Mor-
phismen eine Kategorie, die mit Sh® (Ux) bezeichnet wird.

Satz 8.18. Sei X ein topologischer Raum und Uy := {U; < X }ie7 eine offene Uber-
deckung. Der Funktor

gdy,: Sh%(X) — Sh¥(iy)
F = (Fus (Fo)o, — (Flu;)us;)

ist voll, treu und essentiell surjektiv und damit eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis. Die Treue und Volle folgt aus Lemma 8.13.

—43 —



Fiir die essentielle Surjektivitéit konstruieren wir (funktoriell) zu einem Verklebedatum
(Fi, ¢5i) eine Garbe F: Ouv(X)° — S zusammen mit Isomorphismen f;: Fjy, — F;, sodass
fiir alle Paare (i, j) € I? das Diagramm

(Fu)v, = (Fu) v,

fi\UiJi% glfﬂUij
Pji

: LN -
]:Z\Uij ‘FJ\UU

o

kommutiert.
Sei also (F;, ¢;;) ein Verklebedatum und U C X eine offene Menge. Wir definieren

FU) :={ (si)iez € [Liez F(UNU:) | Vi,j: sjunu,;, = biijunus, (Squauos,) }

mit Restriktionsabbildungen F(V) — F(U) gegeben durch (s;) + (sjjuny,). Durch die
Definition der Restriktionsabbildungen sieht man sofort, dass F: Ouv(X)°? — Set eine
Priagarbe definiert. Ebenso folgt die Garbenbedingung durch die Garbenbedingungen der
einzelnen JF;. Auflerdem gibt es offenbar Prégarbenabbildungen f;: Fjy, — F; induziert
durch die jeweiligen Projektionen (s;) — s;. Bis zu dieser Stelle haben wir noch nicht die
Kozykelbedingung benutzt.

Sei j € Z. Um ein Inverses F; — Fjy, zu der Prigarbenabbildung f;: Fjy, — F; zu
konstruieren, setzen wir s; — (¢j_i1 (sj))iez. Damit dieses tatséchlich ein Element von F
liefert, braucht man genau die Kozykelbedingung. (|

Nun haben wir alle Zutaten fiir das Verkleben geringter Rdume parat: Mit Bemerkung 8.1
konnen wir die topologischen Réume verkleben und mit dem vorherigen Satz 8.18 auch
Garben. Wir werden an dieser Stelle aber keinen Satz formulieren, der, analog zu Satz 8.18,
beide Konstruktionen fiir geringte Rdume zusammenfasst. Dieses werden wir fiir eine gewisse
Unterstruktur, die Schemata, spéter explizit aufschrieben.

Beispiel 8.19. Sei, wie in Bemerkung 8.1 fiir topologische Rdume, ein ungestricheltes Dia-
gramm

(UnV.Cyv(~R)) — (U,Cu(-,R))
(m‘”)l v
(V,Cv (= R) ~--mmmmv > (X, F)

von geringten Rdumen wie in Beispiel 8.12 gegeben. In diesem Beispiel hatten wir auch
gesehen, dass if: Cyy(—,R) — Cyy(— NUV,R) und j*: Cy (=, R) = Cyv(— NUV,R) jeweis
die Restriktionsabbildungen auf UV := UNV sind (diese sind gerade durch Vorschalten von
i und j gegeben).

Verklebt man die Garben Cy(—,R) und Cy(—,R) mit Satz 8.18 (wobei die zusétzlichen
Daten der ¢j; jeweils die Identitéiten sind) ist, da wir nur zwei Garben verkleben, die Kozy-
kelbedingung stets erfiillt und wir erhalten aus dem Beweis von Satz 8.18, dass

F(W) {(sv,sv) € CuWNU,R) x Cv (WNV,R) | syjwnuv = sviwnuv )
Cx(W,R).

1l
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9. Die Strukturgarbe auf dem Spektrum eines Rings
Wir wiederholen noch einmal unsere beiden Wiinsche aus den vorherigen Kapiteln:

(1) Der topologische Raum Spec(A) mit einer Zusatzstruktur soll den Ring A genau
festlegen.
(2) Wir mochten die topologischen Ridume Spec(A) mit Zusatzstruktur miteinander
verkleben.
Um die gesuchte Zusatzstruktur zu finden und (2) zu erfiillen, méchten wir einen Ring A
als gewisse ,,Funktionen® interpretieren und eine (verklebbare) Garbe analog zu Cx(—,R)
erhalten. In Kapitel 3 haben wir in Lemma 3.3 fiir einen Ring R, A := R[z]/I und eine
Algebra R — K die Bijektion

Vi (I) —— Hompalg(4, K)
ar——— (Ya: [ f(a))
betrachtet. Analog bekommt man eine wohldefinierte Abbildung
A — Homget (Vi (1), K)
f—— W) (f):a f(a))

die ein R-Algebrenhomomorphismus ist, wenn wir die rechte Seite mit der , punktweisen*
R-Algebrenstruktur von K versehen. Die Idee ist nun, dass wir benutzen, dass das Objekt
Homget (—, K) auf der rechten Seite eine Garbe in der klassischen Zariski (Unterraum-)Topo-
logie auf Vi (I) C K™ ist. Leider ist die Abbildung © nicht im Allgemeinen injektiv und wir
verlieren hier zu viel Information iiber den Ring A.

Analog konnen wir mit der ,Verallgemeinerung® Spec(A) des geometrischen Objekts
Vi (I) anstelle der Menge von Abbildungen

Spec(A) R Homsget (A4, pes|p_|ec(A) k(p))
pr——"—— (Yp: f = f(p))

mit 1,y € k(p) die dazu in Bijektion stehende Menge von Abbildungen

A —— Spec(A) & || k(p) | hp) € k(p)
pESpec(A)

I Wy (f):pe fp)

betrachten. Hier ist die rechte Seite (siehe Bemerkung 7.19) isomorph zu dem Produkt
HpESpec( A) k(p) welches eine Ringstruktur tréigt, mit der ©4 eine Ringabbildung ist. Der
Beweis von Lemma 7.14 zeigt, dass [[,¢_, k(p) eine Garbe Ouv(Spec(A))”” — Ring de-
finiert. Fiir gewisse offene Mengen von Spec(A), némlich fiir die basisoffenen Mengen D(s)
fiir ein s € A, gibt es zu der Auswertung [[,. D(s) k(p) von dieser Garbe auch eine ,linke
Seite“, also ein kommutatives Diagramm

A
o |

l
Al{]

pESpec(A)

Ir
h

] Spec(A[f)) = | ]  k(p) | hlp) € k(p)

Al peSpec(A[L])

———— {Spec(A) || Kk(p) | Alp) € k(p)

denn durch Lemma 4.10 kénnen wir das Bild der Abbildung [: Spec(A[1]) < Spec(A) mit
D(s) identifizieren.
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Wir kénnen nun hoffen, dass ©_ fiir alle diese Ringe injektiv ist und wir durch das Bild
in [T ey k(p) eine Prigarbe F: Ouv(Spec(A4))’” — Ring bekommen - zumindest erst
einmal auf basisoffenen Mengen —, durch die wir A rekonstruieren kénnen und die vielleicht
auch, nach einer gewissen ,, Ausdehnung® auf alle offenen Mengen von Spec(A), eine Garbe
ist.

Es ist ©4 tatséichlich injektiv, falls A ein reduzierter Ring ist: Ist f € A mit ©4(f) =0
gilt also fiir alle p € Spec(A), dass f € p, also f € Nyespec(a) = Z(Spec(A)) = Nil(A) =0
nach Korollar 5.3. In dem Fall, dass A reduziert ist, bekommen wir also insbesondere einen
Ringisomorphismus A = F(Spec(A)). Die Lokalisierung A[1] des reduzierten Rings A ist
wieder reduziert.

Bemerkung 9.2. Es gibt den klassischen Begriff einer ,reguléiren Abbildung* V' — K einer
,quasi-affinen Varietdt“ V in einen Korper K. Eine klassische quasi-affine Varietdt V ist
eine Zariski offene Teilmenge eines Vi (I). Eine klassische regulire Abbildung V — K ist
eine Abbildung f: V — K, sodass es fiir alle Punkte a € V eine (0BdA basisoffene) Um-
gebung a € D(s) gibt, sodass f|pe)(—) = g(—)/s(—) wobei g,s € R[z] Polynome sind.
Obwohl diese Definition erst einmal allgemeiner aussieht, sind die reguldren Abbildungen
Vi (I) — K gerade die in Definition 3.30 betrachteten die algebraischen Abbildungen und
nur fiir ,nicht-abgeschlossene Teilmengen* spielt der Nenner eine Rolle. Die Definition ei-
ner klassischen regulidren Abbildung ist also durch die obige Betrachtung begiindet und das
natiirliche Analogon einer algebraischen Abbildung, wenn man auch offene Teilmengen einer
algebraischen Menge untersuchen méchte.

Eine der wesentlichen Ideen der modernen Algebraischen Geometrie ist nun, die rechte
Seite in (9.1) einfach zu ignorieren und fiir X := Spec(A) eine Garbe, die Strukturgarbe,
Ox: Ouv(X)” — Ring

durch Ox(D(s)) := A[%] zu definieren, wobei natiirlich noch nicht klar ist, dass dieses
iiberhaupt mdoglich ist und diese Definition die Garbeneigenschaft erfiillt. Wir werden in
diesem Kapitel sehen, dass eine solche Definition tatséchlich moglich ist und man auf diese
Weise auch das obige Problem der Behandlung nicht-reduzierter Ringe losen kann. Wir
bemerken noch, dass fiir ein p € Spec(A) wegen

Spec(4p) = (1] D(f)
D(f)>p
fiir den Halm der Strukturgarbe an p gelten sollte, dass Ox p = A,.

Wir fixieren im Folgenden einen Ring A und den topologischen Raum X := Spec(A).
Zunichst definieren wir eine Prigarbe OY“: Ouv(X)°? — Ring und anschlieBend die Struk-
turgarbe Ox als deren Garbifizierung.

Lemma 9.3. Fir eine offene Menge U C X ist die Teilmenge
Sy=A\{J»p
pel
von A multiplikativ und die Zuordnung
O%°: Ouv(X)” — Ring
U — SglA

eine Prdgarbe.

Beweis. Fiir die Multiplikativitit seien a,b € Sy. Wenn wir annehmen, dass ab ¢ Sy, gibt
es also ein p € U mit ab € p. Dann aber folgt a € p oder b € p, was ein Widerspruch ist zu
a,b e Sy.

Es ist O eine Prégarbe, denn ist U C V eine Inklusion von Teilmengen von X, so ist
Sy C Sy und es gibt also eine kanonische A-Algebrenabbildung S‘ZIA — SEIA. ]
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Im vorherigen Beweis von Lemma 9.3 haben wir nicht benutzt, dass U C V eine Inklusion
von offenen Teilmengen ist. Es gibt also auch fiir p € U, also {p} C U, die Inklusion
Sy C Sqpy damit eine A-Algebrenabbildung

OX(U) == S5'A = S A= 4
Daher gibt es auch eine kanonische A-Algebrenabbildung

1i or™ (U A
0.4 s
$,U] — 2.

Lemma 9.5. Firp € X ist die kanonische A-Algebrenabbildung (9.4), also
ore = 4,

ein Isomorphismus.

Beweis. Zunichst beobachten wir, dass fiir ein s € A stets s € Sp, gilt, denn wire das
Gegenteil richtig, also wére s € quD(S) q, so giibe es ein q € D(s) mit s € ¢, aber andererseits
D(s) ={q]| s ¢ q}, was ein Widerspruch ist.

Fiir die Surjektivitit sei ¢ € Ay, also a € Aund s € A\ p. Da s ¢ p, gilt p € D(s).
Auflerdem wissen wir schon, dass s € Sp(y). Damit ist [$, D(s)] ein Element des Halms, das
auf ¢ € A, abgebildet wird und die Surjektivitét ist gezelgt

Fiir dle Injektivitit sei [2,U] ein Element des Halms, das auf 0 € A, abgebildet wird.
Wir kénnen U = D(f) basisoffen annehmen, da p in einer basisoffenen Uberdeckungsmenge
D(f) von U enthalten ist und dafiir [¢, U] = [¢, D(f)] gilt. Nach Voraussetzung gibt es ein
te A\pmitta=0in A. Esist p € D(t),dat ¢ p. Damit ist p € D(f)ﬂD(t) = D(ft) und
es gilt [2,U] = [%, D(ft)]. Da aber ft € Sp(yy) ist das Element ft in SD(ft)A = OY“(D(ft))

invertierbar und es gilt hier ¢ = % = % = 0 und damit [¢, D(ft)] = 0. Also ist die

Injektivitat gezeigt. ]

Wir haben im obigen Beweis gesehen, dass fiir ein Element s € A gilt, dabb s € Sp(s)-
Weil Sp(,sy nach Lemma 9.3 multiplikativ abgeschlossen ist, folgt auch {1, s, s2,..}C8S D(s)
und es gibt es eine kanonische A-Algebrenabbildung A[1] — S _15 A=0%(D ( ))

Lemma 9.6. Ist s € A, so ist die kanonische A-Algebrenabbildung
A[3] = OF“(D(s)

ein Isomorphismus, der kompatibel ist mit der Lokalisierungsabbildung A[1] — A[1][L]
auf der einen und der Einschrinkung (—=)|p(s): OX (D(s)) — OX(D(s's)) auf der
anderen Seite.

Beweis. Wir zeigen die Aussage, dass fiir jedes a € Sp(s) ein b € A existiert mit ab = s"
fiir ein n > 0. Dieses bedeutet, dass ¢ € A[1] invertierbar ist. Da dann alle Elemente
aus Sp(s) auf Einheiten in A[1] geschickt werden, folgt mit der universellen Eigenschaft
der Lokalisierung die Behauptung. Angenommen, das Gegenteil der obigen Aussage wire
der Fall. Dann gibt es ein a € Sps), sodass (a) N {1,s,s% ...} = 0. Damit ist das Ideal
(a)[%] € A[2] nicht der ganze Ring und nach Satz A.7 in einem Primideal enthalten. Dessen
Urbild unter der Lokalisierungsabbildung ist wieder ein Primideal q mit (a) C q. Es ist aber
s ¢ q nach der Primidealkorrespondenz fiir Lokalisierungen, also a € q € D(s), was ein

Widerspruch zu a € Sp,) ist. O

Definition 9.7. Die Garbifizierung
Ox: Ouv(X)°? — Ring

der Pragarbe O aus Lemma 9.3 heifit die Strukturgarbe von Spec(A).
Der geringte Raum (Spec(A), Ogpec(a)) heit das zu A gehérige affine Schema.
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Bemerkung 9.8. Mit der Beschreibung der Halme von O aus Lemma 9.5 und der konkreten
Form der Garbifizierung aus Lemma 7.18, ergibt sich fiir ein offenes U C Spec(A), dass

Ox(U) ={ (sp)pev | (sp)pev ist ausdehnbar } — H A,
pev

wobei die Ausdehnbarkeitsbedingung aus Lemma 7.18 nun iibersetzbar ist zu:

Fiir alle p € U existiert eine offene Umgebung W, C U und

a,b € A, sodass fiir alle g € W), gilt b ¢ q und § = 54 in A.
Dieses ist analog zu dem Begriff der klassischen reguldren Abbildung U — K aus Bemer-
kung 9.2. Dieses ist der Grund, dass man manchmal sagt, die Elemente von Ox(U) seien
die ,auf U definierten reguléren Funktionen®.

Im Rest dieses Kapitels mochten wir zeigen, dass die Garbifizierung Ox von O auf
basisoffenen Mengen D(f) ,nichts dndert*, dass also A[2] = OY*(D(s)) = Ox(D(s)) gilt.
Dieses wichtige Ergebnis liefert uns, dass die in der Einleitung vermutete ,,Definition* fiir die
Strukturgarbe auf X = Spec(A) tatséchlich moglich ist. Hierzu miissen wir den Begriff der
Garbe erweitern zum Begriff der B-Garbe. Diese Erweiterung ist ein erstes Beispiel dafiir,
wieso es sinnvoll ist, den Begriff der Garbe nicht nur fiir offene Mengen eines Topologischen
Raums sondern allgemeiner zu definieren.

Fiir die Definition einer Basis einer Topologie, siche Bemerkung 4.1. Damit wir endliche
Schnitte in der Garbenbedingung nicht kompliziert behandeln miissen, definieren wir den
Begriff einer ,,schnittstabilen Basis®.

Definition 9.9. Es sei X ein topologischer Raum mit einer Topologie ¥. FEine Teilmen-
ge B C T mit den Eigenschaften
(1) Endliche Schnitte von Elementen aus 9B sind wieder in 8.
(2) Fiir jedes offene U C X und x € U gibt es ein U’ € B mit U’ CU und z € U'.
heiflt eine schnittstabile Basis der Topologie ¥.
Ist B eine schnittstabile Basis von ¥, so definiert man genau wie in Definition 7.3
die Kategorie Ouv (X, %), diese ist also eine Unterkategorie

¢: Ouv(X,B) — Ouv(X).
Eine B-Pragarbe auf X (mit Werten in S) ist ein Funktor
F: Ouv(X,B)? — S,

wie in Definition 7.4 und diese bilden die Kategorie PShS(X ,B). Eine B-Prégarbe
heifit eine B-Garbe, wenn sie die zu Definition 7.8 analoge Bedingung erfiillt (also mit
U; und U in B(X)). Es sei Sh®(X,B) die Kategorie der B-Garben mit Werten in S.
Der Funktor
¢.: PSh®(X) — PSh%(X,®)

Fo= Fe(-)
heifit die Finschrdinkung (von einer Prigarbe auf X zu einer B-Préigarbe). Da eine
Priagarbe, welche die Garbeneigenschaft fiir alle offenen Mengen erfiillt, sie insbesondere
auch fiir die speziellen offenen Mengen in B erfiillt, schrankt dieser Funktor ein zu einem
Funktor

¢.: Sh¥(X) — Sh%(X,B)

Fo= Fe(-)
der die Einschrinkung (von einer Garbe auf X zu einer B-Garbe) genannt und mit
dem gleichen Symbol bezeichnet wird.

Satz 9.10 (Hauptsatz). Sei A ein Ring und X = Spec(A). Dann ist die Einschrdin-
kung ¢..(O5°) von OF* ist eine B-Garbe.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass ¢,(O%°) die Eindeutigkeitseigenschaft einer B-Garbe

erfiillt. Sei dazu {D(s;) = D(s)} eine B-Uberdeckung und % € OY*(D(s)) = A[1]. Da
D(s) nach Lemma 4.10 und Satz 4.12 quasikompakt ist, kénnen wir eine endliche Indexmenge
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annehmen. Angenommen fiir alle 7 gilt

( a ) _asy 0

8™/ |D(s5) N sms e

Mit anderen Worten gibt es fiir alle i ein 7; > 0 mit as}* = 0 in A[%]. Wir kénnen annehmen,
dass n; > 0 fiir alle 4, da sonst a = 0 in A gilt und wir fertig wiren. Weil

Spec(4) \ V(s) = D(s) = [ D(s) = |J D) = Spec(4) \ V(S (s1")

folgt V(s) = V(>_,(s;*)) und nach der Ideale-Teilmengen Korrespondenz 5.2 gilt
s € V(5] = IV(s) = V(S (s2) = V0.

Also gibt es ein 7 > 0 mit s” = >, A;s;". Dann folgt aber as” = >, M;as;” = 0 und damit
ist & =0in A[%].

Fiir die Verklebeeigenschaft sei {D(s;) < D(s)} eine B-Uberdeckung, die wir wegen der
Quasikompaktheit von D(s) wieder als endlich annehmen kénnen, und fiir alle ¢ ein Schnitt

S € A[%] gegeben, sodass fiir alle Paare (4, j) gilt

s,
( a; ) ( aj )
i - nj
s’ -
i/ |D(s;is5) Sj |D(s:5;)

gegeben. Dieses bedeutet, dass es fiir alle ¢ und j ein m;; > 0 gibt mit

(sis5)™4 (ais?j —sitaj) = 0.

Wieder konnen wir annehmen, dass alle m;; > 0 sind. Sei m eine natiirliche Zahl, die
grofler ist als alle m;;. Wie im Eindeutigkeitsteil des Beweises finden wir ein r > 0 mit
s =Y, AT Wir setzen a = ), A;si"a; und behaupten, dass der Schnitt & € A[2]
auf alle gegebenen Schnitte einschriankt, dass also fiir alle j

(), =+
s"/|D(s;) 8

gilt. Dafiir berechnen wir
st (asy’ —s"a;) = ST (2 Nisras) 557 — (32, Nisi ™) ay)
= s >, )\is;"(ais?j — stiay))
= st (ais) — sitay)
= O,

womit wir die Behauptung gezeigt haben. |

Korollar 9.11. Ist s € A, so ist die kanonische Ringabbildung
A} = OF(D(s)) = Ox(D(s))

ein Isomorphismus.

Beweis. Es sind die basisoffenen Mengen D(s) eine schnittstabile Basis 9B der Zariskitopo-
logie auf X = Spec(A4). Wir wenden ¢, : PSh®(X) — PSh®(X,B) auf die Garbifizierungs-
abbildung O%“ — Ox an. Diese Abbildung

¢+(0X") = ¢+(Ox)

nach dem vorherigen Satz 9.10 eine Abbildung zwischen 8B-Garben und ein Isomorphismus
auf Halmen, da dies fiir die Garbifizierungsabbildung nach Satz 7.20 gilt und also auch nach
der Anwendung von ¢., da man bei der Ausrechnung der Halme immer auch die basisoffenen
Mengen in B benutzen kann. Genauso wie in Lemma 7.16 zeigt man fiir B-Garben, dass
eine Abbildung die ein Isomorphismus auf allen Halmen ist auch ein Isomorphismus von
B-(Préd)Garben ist. Dann folgt die Behauptung mit Lemma 9.6. |
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Korollar 9.12. Es gilt Ox (Spec(A)) = A.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem vorherigen Korollar 9.11, da Spec(A) = D(1) eine basi-
soffene Menge ist. O

Beispiel 9.13. Sei k ein Korper und A := k[z, y|. Betrachte die offene Menge
U = Spec(A) \ {(z, )} = Spec(A).

Wir mochten Ogpec(a)(U) ausrechnen. Es ist U = D(z) U D(y) und D(z) N D(y) = D(xy).
Die Garbenbedingung liefert

OSpec(A)(U) =
{(fa g) € OSpec(A)(D(l')) X OSpeC(A)(D(y)) | { = % € k[‘r»yv ?ly]} =
{(£,9) € kle,yl[3] x ke, y[3] | £ = § € klz.y, 1, 3]} =
{(1{—,:, y%) € ... | [ € k[z,y] kein Vielfaches von z,¢" € k[z,y] kein Vielfaches von y

L~ 5 e ko, 1, 1]) ~
{(1{—,:, ygy;) € ... | [ € k[z,y] kein Vielfaches von z,¢" € k[z,y] kein Vielfaches von y

I

fly™ = g'a" € kla,y, 3, 41}
{(f—/ gT/) €... | f €k[z,y] kein Vielfaches von x, ¢’ € k[z,y] kein Vielfaches von y
f/ = g, € k[x7ya %7 %]}7
was insbesondere bedeutet, dass f' = ¢’ € k[z, y]. Betrachte nun das kommutative Dreieck

(=)
OSpec(A) (A) — OSPEC(A)(U)

l

OSpec(A) (D(:L')) X OSpec(A)(D(y))

wobei die diagonale Abbildung injektiv ist, da x und y keine Nullteiler in A sind und wir die
Identifikation aus Korollar 9.11 benutzen. Es ist also die Einschrénkungsabbildung (—)|y in-
jektiv. Sie ist aber auch nach der obigen Berechnung surjektiv und daher ein Isomorphismus.
Es folgt Ogpec(a)(U) = A.

Bemerkung 9.14. Korollar 9.12 erfiillt uns den Wunsch (1) vom Anfang des Kapitels: Wir
konnen den Ring A aus dem affinen Schema (Spec(A), Ogpec(a)) rekonstruieren. Fiir den
Wunsch (2) werden wir uns im néichsten Kapitel mit Abbildungen zwischen solchen gering-
ten Réumen beschiftigen. Es wird sich herausstellen, dass es ,,zu viele* Abbildungen gering-
ter Rdume zwischen affinen Schemata gibt und wir uns auf eine geeignete Unterkategorie
einschrénken miissen.

Wir notieren noch den folgenden Satz, der eine alternative Konstruktion der Strukturgar-
be Ox auf X = Spec(A) ermoglicht und besagt, dass es geniigt, Garben und Morphismen
zwischen diesen auf einer schnittstabilen Basis anzugeben.

Satz 9.15. Sei X ein topologischer Raum und B eine schnittstabile Basis. Fir eine
B-Garbe F' gibt es eine (bis auf eindeutige Isomorphie) eindeutige Garbe F auf X,
dessen Einschrinkung zu einer B-Garbe wieder F' ist, also fiir die ¢.(F) = F' gilt.
Dariiber hinaus ist ¢.: Sh®(X) = Sh®(X,B) eine Aquivalenz von Kategorien (siche
Bemerkung 6.9).

Beweis. Zur besseren Ubersicht betrachte man das Diagramm

Ouv(X,B)? LN Ouv(X)°P

- v

Um zunéchst eine Prigarbe FP™: Ouv(X)° — S und anschliefiend die gesuchte Garbe F
als deren Garbifizierung zu definieren, benutzen wir das inverse Bild: In dessen Definition 8.5
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kann man die Indexketegorie im Kolimes mit f(U) C V « U C f~1(V) umschreiben. Es
entspricht hier f~! gerade ¢, wie in Definition 8.2. Analog setzen wir hier
re R 3 / AN ! /
FPre(U) o= UQU,E%}JIVHSX’%)WI (U’ = | 7w/,
U’'€Ouv(X,B)
ucu’

wobei (s',U") ~ (t',V’) genau dann, wenn ein W’ € Ouv(X,B) mit W CU' NV um U
existiert mit STW, = tTW"

Man bemerke, dass FP™(U) das initiale Objekt von S ist (also () im Fall der Mengen, {0}
im Fall der abelschen Gruppen und Z im Fall der Ringe), wenn U in keinem U’ € Ouv(X, B)
enthalten ist. Es wird FP" zu einer Prigarbe auf X durch die Einschriankungsabbildungen

Fere(V)y —  FPre(U)

[, U] = [&U]
fiir in X offene Teilmengen U C V. Dafiir muss man beobachten, dass wenn V' C U’ gilt
auch folgt, dass U C U’ und FP™(U) in diesem Fall nicht das initiale Objekt von S sein
kann. Ist FP™(V) das initiale Objekt von S so gibt es sowieso nur einen Morphismus in
jedes andere S Objekt.

Nun bemerken wir, dass F' = ¢.(FP™) gilt. Es gibt sicherlich fir U’ € Ouv(X,B)
eine natiirliche Abbildung F'(U’) — FP™(U’) und diese ist auch ein Isomorphismus, da
man W’ = U’ wihlen kann (Mit anderen Worten hat die Indexkategorie des Kolimes das
terminales Objekt U”).

Wir definieren nun F := aFP™ als die Garbifizierung. Um zu zeigen, dass F' = ¢, (F)
geniigt es nach unserer obigen Identifikation zu zeigen, dass ¢.(FP™) = ¢, (F). Sei dafiir
U’ € Ouv(X, ) und wir betrachten die Abbildung F?™(U’) — F(U’). Fiir die Injektivitét
seien s,t € FP™(U’) zwei Schnitte, die auf das gleiche Element in der Garbifizierung F(U’)
abgebildet werden. Es gibt also eine Uberdeckung {U; < U’} mit sy, = ty, fiir alle 4. Da
B eine Basis der Topologie auf X ist, kénnen wir diese Uberdeckung zu einer Uberdeckung
{U] < U’} mit U] € Ouv(X,B) verfeinern. Nun benutzen wir die Eindeutigkeitseigenschaft
der Garbenbedingung von F' (denn F' 2 ¢, (F?™)) und erhalten s = ¢.

Fiir die Surjektivitdt von F'(U’) & FP(U') — F(U’') = aFP™(U’) benutzen wir die
Definition der Garbifizierung aus Lemma 7.18. Sei also (s;).cp- ein Element von aF?P™(U’),
also eine Familie ausdehnbarer Keime. Da wieder 8 eine Basis der Topologie auf X ist,
kénnen wir die offenen Mengen W in der Definition der Ausdehnbarkeit aus Ouv(X,B)
wihlen und der Konsistenz halber mit W’ bezeichnen. Es gibt also fiir jedes x € U’ ein W,
und einen Schnitt ¢’ € F'(W,) mit Keimen ¢, = s, fiir alle z € Wy. Ist ' € F'(Wy) mit
d, = s, fiir alle z € W, so stimmen ¢’ und d’ auf dem Schnitt W, N W, iiberein (siehe den
Beweis der Injektivitit in Lemma 7.14) und da F’ eine B-Garbe ist, verkleben alle diese zu
einem Schnitt s € F'(U’) mit dem gewiinschten Bild.

Fiir die Eindeutigkeit sei G eine weitere Garbe auf X mit ¢: F' = ¢.(G). Wir definieren
eine Abbildung von Prégarben auf X durch

Freu) = G(Uu)
[, U] = oU) (s )

wobei wieder zu beachten ist, dass FP™¢(U) manchmal das initiale Objekt von S sein kann.
Diese induziert durch die universelle Eigenschaft eine Abbildung F = aFP™ — G von
Garben auf X, von der wir nach Lemma 7.16 nur zeigen miissen, dass sie ein Isomorphismus
auf Halmen ist. Dies ist aber klar, da die Einschrinkungen beider Seiten auf Ouv(X,B)
isomorph sind und man fiir die Ausrechnung der Halme beliebig kleine Umgebungen (also
auch aus B) wihlen kann.

Es ist eine leichte Ubung zu zeigen, dass der Funktor ¢, voll und treu ist und somit eine
Aquivalenz von Kategorien. |
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10. Lokalgeringte Réume

In diesem Kapitel mochten wir definieren, was der geeignete Begriff einer Abbildung

(SpeC(B)a OSpec(B)) — (SpeC(A)a OSpeC(A))

zwischen den zu Ringen B und A gehorigen affinen Schemata ist. Es liegt nahe, das eine sol-
che Abbildung insbesondere eine Abbildung von geringten Rdumen sein sollte, also ein Paar
(f, f*) wie in Definition 8.11. Die zu Ringen gehérigen affinen Schemata sollen Objekte einer
Kategorie C sein und der Abbildungsbegriff genau der Morphismenbegriff in dieser Katego-
rie. Es soll also C eine geeignete Unterkategorie der Kategorie RS der geringten Réume sein.
Wir schreiben kurzzeitig genauer | Spec(A)| fiir den topologischen Raum, verwirrenderweise
Spec(A) fiir den geringten Raum (Spec(A), Ogpec(a)) und fithren analoge Bezeichnungen fiir
B ein. Sicherlich sollte es Funktoren

Ring” ¢ 1! Top

geben, deren Komposition unser bekanntes Spec(—) aus Lemma 4.9 ist. Diese Funktoren
induzieren auf Hom-Mengen (siche Bemerkung 4.8) das folgende Diagramm.

Home (Spec(B), Spec(A))

(10.1) Sp/> -

HomRing(A4, B) —————— Homrop (| Spec(B)], | Spec(4)])

Spec(—)

Es ist wiinschenswert, die Kategorie C so zu konstruieren, dass der Funktor Spec(—) volltreu
wird (siehe Bemerkung 6.9), also die diagonale Abbildung in (10.1) eine Bijektion. Dieses
bedeutet, dass es nicht mehr C-Abbildungen zwischen Spec(B) — Spec(A) geben sollte,
als die, die von einer Ringabbildung A — B herkommen und die C-Abbildung sollte die
Ringabbildung eindeutig festlegen.

Bemerkung 10.2. Die obige V6lle und Treue implizierte insbesondere fiir den Polynomring
A = Zx] in einer Variablen, dass mit dem Diagramm

Home (Spec(B), Al)

= -

B = HomRging (Z[z], B) —— Homop (| Spec(B)], |AL]),

Spec

der Ring B genau den C-Abbildungen Spec(B) — A! entspriche.

Zunichst mochten wir allerdings erst einmal den oben als ,,Spec bezeichneten Funktor
Ring°® — RS konstruieren, der einen Ring A auf das zu A gehérige affine Schema, also den
geringten Raum (Spec(A), Ogpec(a)), schickt. Dazu miissen wir nur noch angeben, was der
Funktor mit Morphismen macht, wir miissen also definieren, wie man einer Ringabbildung
©: A — B einen Morphismus (3, §%): (Spec(B), Ospec(n)) — (Spec(A), Ogpec(a)) geringter
Réume zuordnet. Sicherlich ist die erste Komponente die stetige Abbildung ¢ aus Lemma 4.9.
Die zweite Komponente soll ein Morphismus

()Bﬂ: OSpec(A) - @*OSpec(B) = OSpec(B) (@71(_))

von Garben von Ringen sein. Fiir eine basisoffene Menge D(s) C Spec(A) gilt mit Lemma 4.9
@ Y(D(s)) = D(p(s)) und die gesuchte Ringabbildung ist eine Abbildung

A[%] = OSpec(A)(D(S)) — OSpec(B) (D(QP(S))) = B[ﬁL
»(a)
w(s)™
mit Beispiel 8.12 zusammenpassen: Im Wesentlichen wiire $f(D(s)) mit Blick auf die Motiva-
tion am Anfang von Kapitel 10, und insbesondere auf Diagramm (9.1), die Prikomposition
h— @*h.

definieren konnten. Diese Definition wiirde

welche wir auf natiirliche Weise durch % +—

“1(D(s)) —2 D(s) ——"—— Upespeca) K(P)

T

Spec(B) ———— Spec(A)

D(p(s)) =
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Um diese Idee zu prézisieren, definieren wir, wie bei der Strukturgarbe, den Morphismus
@* von Garben wieder als Garbifizierung eines Morphismus von Prigarben, der auf eine
offensichtliche Weise gegeben ist, und zeigen dann, dass die Garbifizierung , auf basisoffenen
Mengen nichts dndert“.

Lemma 10.3. Sei ¢: A — B eine Abbildung von Ringen mit zugehiriger Abbildung
topologischer Riume @: Spec(B) — Spec(A). Dann ist die Zuordnung

@ﬁ,pre(U) . Og;ZC(A) (U) — @*Ospec(B)(U)

I I
=il =il
Sy A - S;oyyB
a »(a)
s )
fir U C Spec(A) offen wohldefiniert und definiert eine Abbildung von Prigarben auf
Spec(A).

Beweis. Um die Wohldefiniertheit zu zeigen, sei s € Syy. Dieses bedeutet, dass s ¢ p gilt fiir
alle p € U. Wir miissen zeigen, dass ¢(s) € Sz—1(1), also dass ¢(s) ¢ q fiir alle g € ¢~ (U).
Angenommen das Gegenteil ist der Fall und es gibt ein ¢ € ¢~ 1(U) mit o(s) € q. Dann
p = @(q) € p(p~1(U)) C U, also s ¢ p nach Voraussetzung. Aus ¢(s) € q folgt nun
s€ ¢ to(s) Cpl(q) = o(q) = p, was ein Widerspruch ist. O

Definition 10.4. Fiir eine Abbildung ¢: A — B von Ringen mit zugehoriger Abbil-
dung topologischer Rdume @: Spec(B) — Spec(A) definieren wir

Iﬁ pre
(105) @ﬁ OSPeC(A) OSpec(A) aw*OSpec(B) - W*OSPQC B)»
wobei die letzte Abbildung gegeben ist durch die universelle Eigenschaft der Garbifizie-
rung aus Satz 7.20 angewandt auf die Abbildung ‘P*ngec — PxOgpec(B), dessen Ziel
nach Lemma 8.3 eine Garbe ist.

Lemma 10.6. Der Morphismus @* von Prigarben auf Spec(A) ist auf einer basisoffe-
nen Menge D(s) C A durch

GHD(s): (Ospec(a)(D(s)) = (BxOspec(s))(D(s))
I I

Al3] Bl 5]
a »(a)
sn = HOR

gegeben.

Beweis. Zur Erinnerung ist hier ¢: A — B und ¢: X = Spec(B) — Y = Spec(A). Es gibt
ein kommutatives Diagramm von Funktoren

1

Ouv(Y,By) =, Ouv(X,Bx)

o] [ox

~—1

Ouv(Y) —>—— Ouv(X)

da ¢71(D(s)) = ¢71(D(s)) = D(¢(s)). Dieses Diagramm induziert ein kommutatives Dia-
gramm

PSh(X) —%— PSh(Y)

¢x,*l l%f "

PSh(X,By) —2 PSh(Y, By)
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welches auch auf Garben einschrankt. Um das Gewiinschte zu zeigen, wenden wir den Funk-
tor ¢y, auf (10.5) an, denn @*(D(s)) = (¢y..@*)(D(s)). Wir betrachten das Diagramm

Py, p"

pre pre ~ \pTe ~ pre
d)Y*OSpcc(A QSY*('D*OSPCC B) — (byv*(P*OSpcc(B) So%v*('bx *OSpcc B)

pre pre pre ~ pre
d)Yv*aOSpcc (byv*a’(p*OSpcc ¢Y,*90* OSpcc s0%7”‘ngXv*CL(QSpCC B)

dessen untere horizontale Abbildung gerade ¢y .@* ist. Mit dem gleichen Argument wie im
Beweis von Korollar 9.11 folgt, dass die beiden dufleren vertikalen Abbildungen Isomorphis-
men sind und damit ist die Behauptung gezeigt. g

Korollar 10.7. Es ist $f(Spec(A)) genau die Abbildung p: A — B von Ringen.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem vorherigen Lemma 10.6 mit Spec(A) = D(1). O
Definition 10.8. Die Zuordnung
Spec: Ring®” — RS
A = (Spec( ) OSpec(A))
p:A— B — (@, 3" (siehe Definition 10.4)

ist ein Funktor und wird verwirrenderweise ebenfalls mit ,,Spec* bezeichnet.

Wir hiitten gerne, dass die (opposite) Kategorie der Ringe dquivalent ist zu der durch die
affinen Schemata gegebenen Unterkategorie von RS. Es ist aber leider nicht richtig, dass
jeder Morphismus

(f7 fﬁ) (Spec( )7 OSpec(B)) — (SpeC(A)7 OSpec(A))
in RS auf die obige Weise durch einen Morphismus ¢: A — B von Ringen induziert ist, wie
das folgende Beispiel 10.9 zeigt.

Beispiel 10.9. Sei k ein Kérper. Wir betrachten den lokalen Ring A := k[z],). Fiir diesen gilt
Spec(A) = {(0), (z)}. Sei F := Quot(A) der Quotientenksrper. Wir mochten eine Abbildung

(f7 fﬂ) (Spec( )7 OSpec(F)) - (SpeC(A)a OSpec(A))
in RS definieren. Wir setzen dafiir f(*) := (x) und definieren

fﬁ(@) : OSpec(A)(Q) = 0 - 0 = f*OSpec(F)(Q))
fﬁ({(o)}) OSpeC(A)({(O)}) = F - 0 = f*OSpec(F)({(O)})
f’j (SpeC(A)) : OSpeC(A) (SpeC(A)) 2 A = F = f* OSpec(F) (SpeC(A))

denn 0, {(0)} und Spec(A) sind die einzigen offenen Mengen von Spec(A). Dieses definiert
offensichtlich einen Morphismus von Prigarben, es ist also (f, f#) ein Morphismus geringter
R#ume. Falls dieser von einer Ringabbildung ¢: A — F kdme, wire dies nach Korollar 10.7
gerade die Inklusion ¢: A < F. Dann ist das Urbild des maximalen Ideals von F' aber
gerade (0) C A und nicht (z). Also kann (f, f*) nicht von einer Ringabbildung herkommen.

Ist ¢: A — B ein Ringhomomorphismus mit induziertem @: Spec(B) — Spec(A4) und
q € Spec(B), so gibt es ein kommutatives Diagramm

A —— Ay
(10.10) wl [

B —— By

denn ¢ bildet A\ $(q) nach B\ q ab, denn ist ¢(a) € g, so folgt a € ¢~ 1(q) = H(q). Ring-
homomorphismen ¢': A" — B’ zwischen lokalen Ringen mit dieser speziellen Eingenschaft
haben einen besonderen Namen, der in der folgenden Definition 10.12 betrachtet wird. Zuvor
stellen wir noch die wichtige Tatsache fest, dass das obige Diagramm (10.10) einen (notwen-
digerweise injektiven) Ringhomomorphismus k(@(q)) < k(q) zwischen Restklassenkérpern
induziert und daher fiir ein Element a € A gilt

(10.11) a(@(q)) =0 <= ¢(a)(q) = 0.
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Definition 10.12. Ein Ringhomomorphismus ¢: A — B zwischen lokalen Ringen
(A,my) und (B, mp) heift lokal, falls p(my) C mp.

Bemerkung 10.13. Die Bedingung in der vorherigen Definition 10.12 ist dquivalent zu der
Bedingung ¢~ (mp) = m4.

Bemerkung 10.14. Ist (f, f*): (X,0x) — (Y, Oy) eine Abbildung geringter Riume und
r € X ein Punkt, so induzieren die Abbildungen f*(V): Oy (V) — Ox(f~%(V)) fiir alle
offenen Umgebungen V von f(x) einen Morphismus

F2:(0y) 5y = (Ox)a

von Ringen durch Definition 7.13, denn ist f(x) € V, soist x € f~1(V) und f~}(V) C X
ist offen.

Definition 10.15. Ein lokalgeringter Raum ist ein geringter Raum (X, Ox), sodass
fiir alle 2 € X der Halm (Ox), ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m,, ist.

Ein Morphismus (f, f*): (X, Ox) — (Y, Oy) zwischen zwei lokalgeringten Riumen
ist ein Morphismus zwischen geringten R&dumen, sodass fiir alle x € X die in Bemer-
kung 10.14 beschriebene Ringabbildung

f2(0y) p@) = (Ox)q

lokal ist, also f_,g(mf(x)) C m, gilt. Die lokalgeringten Rdume bilden zusammen mit
ihren Morphismen eine Kategorie, die mit LRS bezeichnet wird.

Ist (X,Ox) ein lokalgeringter Raum, U C X eine offene Teilmenge, x € U sowie
f € Ox(U), so heifit die Restklasse des Keims f(z) := f, € Ox./m, = k(z) die
Auswertung von f an x.

Beispiel 10.16. Wir haben in Beispiel 8.12 gesehen, dass (X,Cx(—,R)) ein geringter Raum
ist und einer stetigen Abbildung f: X — Y eine Abbildung geringer Rdume zugeordnet,
wobei f* durch Prikomposition mit f gegeben war. Ist V' C Y eine offene Menge und
x € f~H(V) so gilt fiir eine stetige Abbildung s: V — R, dass

FV)(6s) (@) = (fs)(x) = s(f(2)).
Wir haben in den Ubungen gesehen, dass gilt m(,) = {s € Cy(Y,R) | s(f(z)) = 0} und
m, = {t € Cx(X,R) | t(s) = 0}. Die obige Gleichheit impliziert, dass aus s € my(,)
folgt, dass f4(V)(s) € m,. Also ist (X,Cx(—,R)) ein lokalgeringter Raum und eine stetige
Abbildung f: X — Y induziert eine Abbildung lokalgeringter Réume.

Lemma 10.17. Der Funktor Spec: Ring®® — RS aus Definition 10.8 hat Werte in
der Kategorie LRS der lokalgeringten Rdume und der Funktor

Spec: Ring’® — LRS

wird ebenso mit ,Spec“ bezeichnet.

Beweis. Wir wissen aus Lemma 9.5 und Satz 7.20, dass fiir alle p € Spec(A) der Halm
Ospec(a),p = Ay ein lokaler Ring ist.

Sei ¢: A — B eine Ringabbildung. Wir miissen zeigen, dass die induzierte Abbildung
(@,0"): (Spec(B), Ospec(p)) — (Spec(A), Ogpec(a)) geringter Réume aus Definition 10.8
tatséchlich eine Abbildung lokalgeringter Riume ist. Sei q € Spec(B). Wir miissen zeigen,
dass die Ringabbildung

@ﬁ : OS ec(A),3(q) OS ec(B)
q P 2(g P .
lokal ist, also dass @ﬁ(m¢(q)) C m, gilt. Diese Abbildung gZJa ist aber wegen Lemma 10.3 und
Lemma 9.5 gerade die Abbildung pq: Azq) — Bq aus (10.10), wo wir bereits begriindet
haben, dass dieses eine lokale Ringabbildung ist. |

Lemma 10.18. Sei (X,Ox) ein lokalgeringter Raum und s € Ox(X). Dann ist die
Teilmenge
Dx(s) = {zeX|s(z)+#0}
= {reX|s, ¢m,}
= {reX]|s, €0x,}
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von X, die oft auch nur mit D(s) bezeichnet wird, offen und die Einschrinkung s|p (s
ist invertierbar. (Fir einen Ring A und X = Spec(A) entspricht D(s) natiirlich genau
der Teilmenge aus Definition 4.3.)

Beweis. Um zu zeigen, dass D(s) offen ist, zeigen wir, dass es zu jedem = € D(s) eine offene
Umgebung = € U, C D(s) enthilt. Die Bedingung s, € O)X(w bedeutet, dass der Keim s,
invertierbar ist. Also gibt es schon eine offene Umgebung U, um x sodass s|y, € Ox(Uy)
ein Inverses ¢y, hat. Da dann auch s, invertierbar ist fiir alle y € Uy, gilt U, C D(s).

Es ist {Uy = D(s)}zep(s) eine offene Uberdeckung. Die Familie t;, € Ox (U,) ist sicher-
lich kompatibel auf Schnitten U, N U,  und lésst sich also mit der Garbeneigenschaft von
Ox zu einem Element t € Ox(D(s)) mit ¢y, = ty, verkleben. Es gilt also (st)y, = 1ju,
fiir alle z € D(s) und daher mit der Eindeutigkeitseigenschaft auch s|p ()t = 1 in Ox (D(s)).
Also ist s|p(s) invertierbar. O

Definition 10.19. Ein lokalgeringter Raum (X, Ox) heifit ein affines Schema, wenn er
isomorph ist zu einem lokalgeringten Raum der Form (Spec(A), Ogpec(a)). Morphismen
zwischen affinen Schemata sind Morphismen der zugehorigen lokalgeringten Raume. Es
bezeichne Aff die Kategorie der affinen Schemata.

Ist S ein affines Schema, so ist die Kategorie Aff/S der affinen Schemata iber S
gegeben als die Uberkategorie AfF /S := Aff | S. Mit anderen Worten sind die Objekte
von Aff/S gegeben durch Morphismen X — S in Aff, die Strukturmorphismen genannt
werden, und Morphismen f durch kommutative Dreiecke

SN

wobei f ein Morphismus in AfF ist.

Satz 10.20. Sei (X, Ox) ein lokalgeringter Raum und A ein Ring. Dann gibt es eine
natirliche Bijektion

¢:  Homprs((X,Ox), (Spec(A), Ospec(a))) — Homping(4, Ox (X))
(f, f%) = f#(Spec(4))
oder mit anderen Worten eine Adjunktion
I' : LRS = Ring® : Spec
wobei I'(X,Ox) := Ox(X) den Funktor der globalen Schnitte bezeichne. AufSerdem ist

die Koeinheit T' Spec — id der obigen Adjunktion ein Isomorphismus und damit Ring®?
eine reflexive Unterkategorie von LRS (siehe Bemerkung 7.21).

Beweis. Es ist klar, dass ¢ eine natiirliche Abbildung zwischen den angegebenen Abbil-
dungsmengen ist. Um die Bijektivitat zu zeigen, mochten wir eine Umkehrabbildung dazu
konstruieren. Sei also ¢: A — Ox(X) eine Ringabbildung.

Wir definieren zuniichst f: X — Spec(A4). Zu einem Punkt x € X gibt es ein maximales
Ideal m,; C Ox 4. Sei f(x) das Urbild von m, unter der Ringabbildung

A5 O0x(X) 5 Oxy.
Es ist f stetig, denn

fH(D(s)) = f~'({p eSpec(A)|s¢p})
{re X | f(x)e ?}J € Spec(4) | s ¢ p}}

{reX|sé¢ f(z

= {zeX|s¢ ()~ (my)}
= {zeX|mp(s) ¢ my}
= {zeX[p(s)(z)# 0}

= D(p(s))

fiir alle s € A und diese Menge ist offen in X nach dem vorherigen Lemma 10.18.
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Nun méchten wir einen Morphismus f#: Ospec(a) — f+Ox definieren. Nach Satz 9.15
geniigt es, dies auf den basisoffenen Mengen D(s) fiir s € A kompatibel mit den Ein-
schrinkungen zu tun. Sei also s € A. Durch die Identifikation aus Lemma 9.6 miissen wir
also eine Ringabbildung

FHD(s): A[L] —» Ox(D(p(s))
definieren. Durch die universelle Eigenschaft der Lokalisierung existiert der hervorgehobene
Pfeil in dem Diagramm

A v Ox(X)
(10.21) l l

denn es ist ¢(s) in Ox(D(p(s))) invertierbar nach Lemma 10.18. Diese Zuordung ¢’ ist
kompatibel mit den Einschrinkungen und definiert ein offenbar Rechtsinverses zu ¢.

Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢'¢ = id. Sei also (f, f*) ein Element der linken Menge
Homprs((X, Ox), (Spec(A), Ogpec(a)))- Betrachten wir f: X — Spec(A), so gibt es ein
kommutatives Diagramm

A— O0x(X)

T

Af(m) — OX,ac > mg

und weil die Ringabbildung f% nach Voraussetzung ein lokaler Ringhomomorphismus ist,
gilt mit Bemerkung 10.13 gerade (f£)~'(m,) = f(2)Aj(). Daher ist f(z) das Urbild von
m, unter me.

Fiir den Morphismus f*: Ogpec(a)y — f+Ox gibt es fiir jedes s € A ein kommutatives
Diagramm

S¥(Spec(A))

A= OSpec(A)(SpeC(A)) Ox (X)

| l

ALY 2 Ospecay(D() —Z L5 0 (£71(D(5))) = Ox (D(g(s)))

und durch die Eindeutigkeitseigenschaft in (10.21) bekommt man das Gewiinschte.
Die Behauptung iiber die Koeinheit folgt mit Korollar 9.12, durch das wir eine natiirlichen
Isomorphismus I' Spec(A4) = A fiir alle Ringe A bekommen. d

Korollar 10.22. Der lokalgeringte Raum Spec(Z) ist ein finales Objekt in der Kate-
gorie LRS. Mit anderen Worten gibt es also einen eindeutigen Morphismus von einem
beliebigen lokalgeringten Raum (X, Ox) nach Spec(Z).

Beweis. Dieses folgt mit der Bijektion der Abbildungsmengen aus Satz 10.20 und der Tatsa-
che, dass es fiir jeden Ring, wie zum Beispiel Ox (X), genau einen Morphismus von Ringen
von Z in diesen Ring gibt. O

Korollar 10.23. Die Zuordnung aus Satz 10.20 schrinkt ein zu einer Aquivalenz

[: Aff 2 Ring® : Spec
von Kategorien. Durch die Natiirlichkeit der Bijektion in Satz 10.20 induziert diese fiir
einen Ring R auch eine Aquivalenz von Kategorien
I': Aff/Spec(R) = R-Alg’ : Spec

Beweis. Schriankt man sich auf das Bild des volltreuen Funktors Spec ein, so ist dieses per
Definition genau Aff und die Behauptung folgt. O
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11. Schemata, Beispiele und erste Eigenschaften

Ist (X,0O0x) ein lokalgeringter Raum und j: U < X eine offene Teilmenge von X, so
gibt es eine kanonische Abbildung (j,5%): (U,Ox i) < (X, Ox) lokalgeringter Réume, die
Inklusion genannt wird, wobei j# durch die Einschrinkung

(Dw: Ox — j.0xju =0x(" (=) = Ox((-=)NU)
(oder genauer durch resE:;mU) gegeben ist.

Beispiel 11.1. In Beispiel 9.13 haben wir mit A := k[z, y] und Spec(A) die offene Teilmenge
U :=Spec(4) \ {(z,y)} — Spec(A).

betrachtet. Es ist (U, Ogpec(a)jv) ein lokalgeringter Raum und die Inklusion j: (U, Ox ) <
(X, Ox) ein Morphismus lokalgeringter Riume. Unter der Adjunktion aus Satz 10.20, also
der Bijektion zwischen den Hom-Mengen, wird dieser Morphismus j in LRS auf den Iso-
morphismus A4 — Ox|y(U) = A in Ring abgebildet, wie wir in Beispiel 9.13 ausgerechnet
haben. Wir kénnen nun nicht schlieflen, dass j ein Isomorphismus in LRS ist, denn unter ei-
ner Adjunktion gibt es im Allgemeinen nicht eine solche Korrespondenz von Isomorphismen.
Nehmen wir allerdings an, dass (U, Ox ;) ein affines Schema (siehe Definition 10.19) ist, so
schrinkt die Adjunktion nach Korollar 10.23 ein auf einen Aquivalenz von Kategorien. In
diesem Fall entsprechen Isomorphismen gerade Isomorphismen und j wére ein Isomorphis-
mus, was nicht richtig ist, da beispielsweise die Abbildung j auf topologischen Riumen nicht
surjektiv ist. Also ist (U, Ox|y) kein affines Schema.

Definition 11.2. Ein lokalgeringter Raum (X, Ox) heiflt ein Schema, wenn es eine
offene Uberdeckung {U; < X} gibt, so dass jede Einschrinkung (U;, O x|u,) ein affines
Schema (siehe Definition 10.19) ist. Morphismen zwischen Schemata sind Morphismen
der zugehorigen lokalgeringten Ridume. Es bezeichne Sch die Kategorie der Schemata.

Im Folgenden werden wir oft ein Schema (X, Ox) lediglich mit X bezeichnen.

Ist S ein Schema, so ist die Kategorie Sch/S der Schemata iiber S (oder S-Schemata)
gegeben als die Uberkategorie Sch/S := Sch|S. Mit anderen Worten sind die Objekte
von Sch/S gegeben durch Morphismen X — S in Sch, die Strukturmorphismen genannt
werden, und Morphismen f durch kommutative Dreiecke

x—71 .y
S
wobei f ein Morphismus in Sch ist.

Bemerkung 11.3. Es gilt nach Korollar 10.22, dass Sch 2 Sch/ Spec(Z).

In Analogie mit Definition 3.37 machen wir die folgende Definition.

Definition 11.4. Fiir einen Ring R und n > 1 setzen wir A}, := Spec(R[z1,. .., Zx])
als den affinen Raum (von relativer Dimension n). Ist R = Z oder keine Verwechselung
moglich, so wird das R im Index manchmal weggelassen.
Beispiel 11.5. Fiir ein beliebiges Schema (X, Ox) gilt mit Satz 10.20, dass
HOmsch((X, Ox), A%‘) = HOmRing(Z[l‘], Ox (X)) ~ 0Ox (X)
Definition 11.6. Ein Morphismus (f, f*): (U,Op) — (X, Ox) lokalgeringter Réume

heifit eine offene Immersion, falls f: U < X eine offene Einbettung ist und eine offene
Teilmenge D C X existiert, sodass das Diagramm

(i)

= "

(D,0xp)

(Uv OU)

(X,0x)

/IR
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kommutiert. Ist (X, Ox) ein Schema, so heifit eine Isomorphieklasse von solchen offenen
Immersion ein offenes Unterschema von (X,Ox) und wird hdufig mit einem seiner
Représentanten identifiziert. Wir schreiben dann insbesondere (U, Oy ) — (X, Ox).

Bemerkung 11.7. Alternativ kann man eine offene Immersion (f, f#): (U, Oy) — (X,Ox)
auch definieren als ein Morphismus lokalgeringter Raume, sodass f eine offene Einbettung
ist und f# ein Isomorphismus von Ringen fiir alle z € U.

Lemma 11.8. Ein offenes Unterschema (U, Oy) eines Schemas (X, Ox) ist wieder ein
Schema.

Beweis. Sei (f, f*): (U,Oy) — (X, Ox) eine offene Immersion und (X,Ox) ein Schema.
Da es ein kommutatives Dreieck wie in Definition 11.6 gibt, kénnen wir U mit seinem
homéomorphen Bild f(U) C X identifizieren und es geniigt zu zeigen, dass (U, Ox|y) ein
Schema ist. Sei {U; — X} eine offene Uberdeckung, sodass (U;, Ox ;) = Spec(4;) fiir
Ringe A;. Wihle fiir alle € U einen Index iy, sodass x € U,,. Es gibt eine basisoffene
Menge D(s,) C U;, NU C Spec(A;, ) um z. Also ist {D(s,) < U} eine offene Uberdeckung
von U und es gilt

(D(s2), (Oxw)ip(s)) = (D(s2), Ox v, 1D(s2)) = (D(82), Ospeca, ) D(sa)) = Spec(As, [7]),
wobei man sich im letzen Schritt, beispielsweise direkt mit Lemma 9.3, genau {iberlegen
muss, dass (Spec(A[%]),OspCC(A[%])) =~ (D(s), Ospec(4)|D(s)): Was eine Ubungsaufgabe ist.
Also ist (U, Ox|y) ein Schema. O

Beispiel 11.9. Es ist das Schema A? \ {0} aus Beispiel 9.13 ein Schema, das nicht affin ist,
wie wir in Beispiel 11.1 gesehen haben.

Sei X ein Schema, x € X ein Punkt und Spec(A4) =2 U C X eine affine offene Umgebung
von z in X. Sei p € A das zu x gehorige Primideal. Es gilt Ox , = Oy, = A, und es gibt
einen Schemamorphismus

(11.10) Ju: Spec(Ox ) = Spec(A4y) — Spec(A) 2 U — X

induziert durch die kanonische Ringabbildung A — A,. Diese ist nach den Argumenten
im Beweis von Lemma 11.8 unabhéngig von dem gewé&hlten U. Betrachtet man weiter die
kanonische Abbildung A, — k(p) = k() in den Restklassenkorper, so bekommen wir einen
Schemamorphismus

(11.11) iy Spec(k(z)) = Spec(Ox ) = X

und das Bild (auf topologischen Réumen) des einzigen Punktes von Spec(k(z)) unter 4, ist
genau der Punkt x.

Lemma 11.12. Sei X ein Schema. Fir einen lokalen Ring R mit Restklassenkorper k
(und insbesondere also fiir jeden Korper R = k) gibt es eine Bijektion

Homgu(Spec() X) = { #1 O = R ke Ringaidng |

die einschrinkt zu einer Bijektion

Homgen(Spec(k), X) = {

: k(x) = k Ringabbildung
firx e X

Beweis. Die jeweilige Abbildung von der rechten zu der linken Seite ist die Prikomposition
von ¢: Spec(R) — Spec(Ox ) und @: Spec(k) — Spec(k(x)) mit den in (11.10) und (11.11)
beschriebenen Morphismen.

Spec(R) ——— X Spec(k) ———— X
5o /‘:aus (11.10) P %aﬂs (11.11)
Spec(Ox z) Spec(k())

Ist nun umgekehrt (f, f*): (Spec(R), Ospec(r)) — (X, Ox) ein Schemamorphismus, so defi-
nieren wir den Punkt z € X als das Bild des maximalen Ideals m unter f: Spec(R) — X.

— 59 —



Weil Morphismen von Schemata insbesondere Morphismen lokalgeringter Rdume sind, gibt
es einen lokalen Ringhomomorphismus f,&: Ox .« = Ospec(R),m = R = R. Fiir den zweiten
Teil liefert dieser eine Ringabbildung k(z) — R/m = k.

Diese beiden Zuordnungen sind jeweils offensichtlich invers zueinander. O

Bemerkung 11.13. Ist ¢: Spec(B) — Spec(A) ein Schemamorphismus zwischen affinen Sche-
mata und kommt somit wegen Korollar 10.23 von einem eindeutigen Ringhomomorphismus
p: A — B und ist q € Spec(B) ein Punkt mit Bild ¢(q) € Spec(A), so gibt es das folgende
kommutative Diagramm.

Spec(k(q)) ——> Spec(B,) —— Spec(B) 34
Spec(k(()) —— Spec(Ag(q) — Spec(4) 3 @(q)

Der Satz 8.18 hat jetzt die folgende Formulierung fiir Schemata.

Satz 11.14 (Verkleben von Schemata). SeiZ eine Indexmenge und fiir jedes i €
ein Schema (U;, Oy,) gegeben. Angenommen wir haben weiter fiir jedes Paar (i,5) € I?
eine offene Teilmenge U;; C U; gegeben, und Isomorphismen

¢ji: (Uij, Ov,yui;) = (Uji, Ovj\u;s),»
sodass Uy; = U; und die Kozykelbedingung (siehe (8.16))

Ui; N U 2

(11.15 = S

) Dji Pj
Uﬂ n Ujk

Up; N Ukj

gilt. Dann gibt es ein (bis auf Isomorphie) eindeutiges Schema (X,Ox) und offene
Immersionen
fi: (U;,Ou,) = (X, 0x),

sodass gilt

(1) X =Uifi(Us),

(2) fitji = fi auf Us; und

(3) f(Ui) N f5(U;) = fi(Uss) = f3(Uja).
Im Spezialfall von zwei Schemata, also T = {1,2}, sind die obigen Bedingungen lediglich
zwei offene Teilmengen Ui C Uy und Usy C Us und ein Isomorphismus ¢: Uys — Us;.

Beweis. Fiir den Beweis dieses Satzes benutzen wir nur die Abschnitt 8 eingefiihrten Tech-
niken: Zuniichst konstruieren wir den topologischen Raum X als Quotientenraum (eine Teil-
menge U C X ist also offen genau dann, wenn fiir alle ¢ ihr Urbild unter der stetigen
Abbildung U; — [[, U; — X in U; offen ist.)

X = |_| Ui/~
iel

wobei x; ~ z; mit x; € U; und x; € U; genau dann, wenn x; € U;; und x; € Uy
und ¢j;(x;) = x;. Dieses ist mit Hilfe der Kozykelbedingung transitiv und daher eine
Aquivalenzrelation. Die kanonischen Abbildungen f;: U; < X sind offene Einbettungen
und es gelten offenbar die Bedingungen (1), (2) und (3). Wir werden im Folgenden die
topologischen Réume U; mit ihrem (offenen) Bild f;(U;) C X identifizieren.

Die Strukturgarbe Ox auf dem topologischen Raum X bekommt man nun einfach durch
Verkleben, also genauer durch Satz 8.18 zum Verkleben von Garben angewandt auf die offene
Uberdeckung $lx := {U; — X };e7 und das Verklebedatum

Oy, : Ouv(U;)? — Ring

mit Garbenisomorphismen

¢ji: Ov,jv.nv; — Ovjuinu;-
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Diese erfiillen nach Voraussetzung die Kozykelbedingung.

Der lokalgeringte Raum ist ein Schema, da er nach Definition eine offene Uberdeckung
durch Schemata (U;, Op,) hat und also auch eine Uberdeckung durch lokalgeringte Riume,
die isomorph zu affinen Schemata sind. g

Den vorherigen Satz 11.14 kann man natiirlich genau so gut fuer lokalgeringte Rdume
formulieren. Wir bekommen damit das folgende Korollar.

Korollar 11.16. Seien (X,Ox) und (Y,Oy) lokalgeringte Riume. Dann ist die Zu-
ordnung
Ouv(X)®? — Set
U — HOmLRs((U, OX|U),(Y,O}/))
eine Garbe.

Beuweis. Dieses ist eine Ubungsaufgabe. ]

Beispiel 11.17. Sei (U;, Op,) eine Familie von Schemata, dann definiert der Satz 11.14 mit
U;; = 0 ein Schema, dass die disjunkte Vereinigung [[,(U;, Ov,) genannt wird. Sein topolo-
gischer Raum ist die disjunkte Vereinigung der topologischen Réume U;.

Beispiel 11.18. Ein Beispiel eines besonders pathologischen Schemas ist die Doppelpunktgera-
de. Sei hierzu k ein Kérper und betrachte Uy = Uy = A}, sowie Uro = Usy = A} \ {0} und die
Identitéit ¢: Uja = Usp. Das durch Satz 11.14 definierte Schema heifit Doppelpunktgerade
und hat nicht besonders gute Eigenschaften, wie wir bald sehen werden.

Beispiel 11.19. Ein wichtiges Beispiel eines Schemas ist der Projektive Raum P%. Sei hierzu

R ein Ring und n > 1 und setze U; := Spec(R[to, ..., ti,...,t,]) Z AL firi € {0...,n}. Es
ist einfach zu sehen, dass der R-Algebrenhomomorphismus

Rlto, ..., ti,...,ty] < R[xo,xal,...,xn,zgl]
tj — i

X4
injektiv ist. Daher kann die Quelle mit einem Unterring des Ziels identifiziert werden und
wir schreiben

U= Spec(R[i—?,...,%,...,ﬁ?])

Nun mochten wir Satz 11.14 benutzen, um die U; zu verkleben. Dafiir setzen wir als Index-
menge Z := {0,...,n} und fiir jedes Paar (i, j) € Z?

R R of fiir i = j.

mit Isomorphismen ¢;;: (Uij, Ov,jv,, — (Uji, Oy, ju,,) gegeben durch die Gleichheit der
Ringe

zo & Zn i) — R[%o z T T
R[Ii7 L TR -’Ei’-’Ej] _R[_/L-ja"'awjv"w OL‘j’-'L'i]
als Unterreinge von R[zo, z L,z Y] Wegen dieser Gleichheit ist auch die Kozykelbe-

dingung trivialerweise erfiillt. Das auf diese Weise zusammengeklebte Schema P% heifit der
Projektive Raum (von relativer Dimension n iiber R). Wir werden diesen Raum spéiter in
einem eigenen Kapitel noch genauer untersuchen.

Definition 11.20. Ein Schema (X, Ox) heifit
(1) zusammenhingend,
(2) irreduzibel,
(3) quasikompakt,
falls der topologische Raum X die entsprechende Eigenschaft hat.

Beispiel 11.21. Wir haben in Satz 4.12 gesehen, dass jedes affine Schema quasikompakt ist.
Daher ist beispielsweise das Schema X := [[, ySpec(k) (siche Beispiel 11.17 fiir dessen
Konstruktion) kein affines Schema, da es nicht quasikompakt ist. Insbesondere ist X nicht
isomorph zu dem affinen Schema Spec([ ],y k). Durch die Aquivalenz in Korollar 10.23 sehen
wir, dass das affine Schema Spec(] ;. ) das Koprodukt Spec(] ;. k) in der Kategorie Aff
der affinen Schemata ist. Insbesondere bewahrt also der Inklusionsfunktor Aff < Sch keine
Koprodukte und Koprodukte in Aff kénnen sich sehr pathologisch verhalten.
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Es gibt auch irreduzible (und daher insbesondere zusammenhingende) Schemata, die
nicht quasikompakt sind.

Wir kénnen nun die Aussage von Satz 5.4 (umformuliert mit Hilfe von Lemma 4.7) auf
beliebige Schemata verallgemeinern.

Satz 11.22. Fir ein Schema X gibt es eine Bijektion

X L Abgeschlossene und irreduzible
R Teilmengen von X
& ——— {z}

Der einzige Punkt m U

. <
z in der Menge Z

0AUCZ offen
und z st der eindeutige generische Punkt von m

Beweis. Zunichst mochten wir uns {iberlegen, wieso die angegebene Zuordnung im Fall
eines affinen Schemas X = Spec(A) tatsichlich der Bijektion aus Satz 5.4 entspricht. Fiir
ein Primideal z € X zeigt Lemma 4.7, dass {x} = V(z) und die Abbildung L ist die
gewiinschte. Fiir die Identifikation der anderen Abbildung betrachten wir eine abgeschlossene
und irreduzible Teilmenge Z C X und wissen nach Satz 5.4, dass diese von der Form
Z = V() ist fiir einen Punkt « € X, der der eindeutige generische Punkt von Z ist. Mit
Lemma 4.19.(2) folgt dann, dass

(|  U={a},

P#£UCZ offen

also ist die Abbildung R ebenfalls die gleiche wie in Satz 5.4.

Sei nun X ein beliebiges Schema. Wegen Lemma 4.17.(1) und (2) ist {x} eine abgeschlos-
sene und irreduzible Teilmenge von X und die Abbildung L damit wohldefiniert.

Sei Z C X eine abgeschlossene und irreduzible Teilmenge. Nach Lemma 4.19.(2) besteht
die Menge G := Np4ycz offenU genau aus den generischen Punkten von Z. Wenn wir zeigen,
dass sie einelementig ist, ist R wohldefiniert und es gilt LR = id und auflerdem RL = id, da
 per Definition ein generischer Punkt von {z} ist.

Um zu zeigen, dass G nichtleer ist, sei {U; < X} eine offene Uberdeckung von X durch
affine Schemata. Dann gilt Z = ZNX = ZN(U;U;) = U;(ZNU;) und da Z # 0 gibt es einen
Index ¢ mit ZNU; # 0. Es ist Z N U; eine abgeschlossene Teilmenge des affinen Schemas U
und auBerdem irreduzibel nach Lemma 4.17.(7), da es eine nichtleere und offene Teilmenge
des irreduziblen topologischen Raums Z ist. Es gibt also durch den obigen affinen Fall einen
cindeutigen Punkt p € ZNU; mit {p} = ZNU;. Da aber nach Lemma 4.17.(7) die Teilmenge
ZNU; C Z dicht ist, gilt mit Bemerkung 4.2, dass {p}? = {p}2"V:i% = ZNU; = Z und
damit ist p ein generischer Punkt von Z, also p € G.

Ist y € G ein weiterer generischer Punkt von Z, so liegt er nach Lemma 4.19.(2) auch
in der nichtleeren offenen Teilmenge Z N U;. Mit der Eindeutigkeit des generischen Punktes
im affinen Fall sind wir fertig, wenn wir zeigen koénnen, dass y ein generischer Punkt von
Z NU; ist. Dieses ist aber klar, da {y}2"V = {y}? N(ZNU;) = ZN(ZNU;) = ZNU; nach
Bemerkung 4.2. O

Bemerkung 11.23. Nach Lemma 4.17.(4) gibt es fiir jeden Punkt € X einen generischen
(also einen (geometrisch) ,gréften®) Punkt 7 € X einer Irreduzibilitétskomponente {1} von
X mit x € W Dieser Punkt 7 muss natiirlich nicht eindeutig sein, wie das Beispiel des
Nullpunktes x im Achsenkreuz zeigt.

Es ist nicht richtig, dass umgekehrt fiir jeden Punkt 2 € X ein abgeschlossener (also ein
(geometrisch) ,kleinster) Punkt m € X existiert mit m € {x} und es gibt sogar nichtlee-
re Schemata ohne abgeschlossene Punkte. Ist allerdings X ein affines Schema, so ist nach
Satz A.7 natiirlich jedes Primideal z in einem maximalen Ideal m (also einem abgeschlosse-
nen Punkt) enthalten und es gilt m € V(z) = {}.
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Wir haben schon gesehen, dass der einem Schema unterliegende topologische Raum fast
immer nicht Hausdorff ist. Es gilt allerdings die folgende schwéchere Trennungseigenschaft,
die auch Kolmogorov-FEigenschaft genannt wird.

Lemma 11.24. Ein Schema X ist ein Ty-Raum. Mit anderen Worten gibt es fiir je
zwei verschiedene Punkte x und y in X eine offene Menge U C X, die genau einen der
beiden Punkte enthdlt.

Beweis. Ubungsausgabe. (|

Definition 11.25.

(1) Ein Schema X heift lokal noethersch, wenn es eine offene Uberdeckung durch
affine Schemata Spec(A;) besitzt, wobei jeder Ring A; noethersch ist.

(2) Ein Schema X heifit noethersch, wenn es lokal noethersch und quasikompakt
ist.

Bemerkung 11.26. Da jedes affine Schema nach Satz 4.12 quasikompakt ist, ist jedes affine
lokal noethersche Schema auch noethersch. Es ist zwar jede Lokalisierung eines noetherschen
Rings wieder ein noetherscher Ring ist, aber es hat beispielsweise der nicht noethersche Ring
[1,~, F2 die Eigenschaft, dass alle seine Lokalisierungen and Primidealen noethersche Ringe
sind, d.h. ,noethersch“ zu sein ist in diesem Sinn keine lokale Eigenschaft.

Lemma 11.27. Fin affines Schema Spec(A) ist noethersch genau dann, wenn A ein
noetherscher Ring ist.

Beweis. Es ist klar, dass Spec(A) lokal noethersch ist, falls A noethersch ist und quasikom-
pakt wegen Satz 4.12. Also ist Spec(A) noethersch.

Sei nun Spec(A) ein noethersches Schema. Wir betrachten ein Ideal I C A und méchten
zeigen, dass I endlich erzeugt ist. Es gibt eine offene affine Uberdeckung von Spec(A) durch
Spektra noetherscher Ringe. Da eine Lokalisierung eines noetherschen Rings wieder ein
noetherscher Ring ist, kénnen wir annehmen, dass Spec(A4) durch (wegen der Quasikom-
paktheit endlich viele) affine offene Unterschemata der Form D(sy),..., D(s,) iiberdeckt
ist, sodass alle A[<-] noethersche Ringe sind. Folglich sind alle Ideale I [Si] C A[Si] endlich

1
En
erzeugt, also
I[i] _ a1 aimi
s T 87-”1 ety Sﬁinzi

g )

fiir a;; € 1. Wir betrachten das endlich erzeugte Ideal
J = ((Lll, ‘e ,anmn) Q I.

Es gilt per Konstruktion, dass J [5—11} =1 [i] fiir alle Indizes i. Wir betrachten den A-Modul
I/J. Dann gibt es fiir jedes Primideal p € Spec(A) = D(s1) U...U D(sy) einen Index i
mit p € D(s;), also mit anderen Worten s; ¢ p. Daher gilt (I/J), = 0, weil (I/J)[X] = 0.
Weil Nullheit eine lokale Eigenschaft im Sinn von Appendix A ist, gilt I/J =0 und daher
1= |

Wir mochten nun zeigen, dass ein noethersches Schema nur endlich viele Irreduzibi-

litdtskomponenten (und damit auch nur endlich viele Zusammenhangskomponenten) hat.

Definition 11.28. Ein topologischer Raum X heifit noethersch, wenn jede absteigende
Kette
.. CZ3C 72 C 7

abgeschlossener Teilmengen von X stationér wird.

Beispiel 11.29. Ein noethersches affines Schema Spec(A) hat einen noetherschen unterlie-
genden topologischen Raum, denn zu einer absteigende Kette abgeschlossener Teilmengen
korrespondiert nach Satz 5.2 eine aufsteigende Kette

LCLCIz;C...

von Idealen von A die stationdr wird, da nach Lemma 11.27 der Ring A noethersch ist.
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Lemma 11.30. Sei X ein topologischer Raum und {U; — X}, eine endliche Uber-
deckung durch noethersche topologische Raume U;, dann ist X ein noetherscher topolo-
gischer Raum.

Beweis. Sei ... C Z3 C Zy C Z; eine Kette abgeschlossener Teilmengen in X. Dann ist fiir
alle Indizes i auch

... C (ZgﬂUZ‘) - (ZQﬁUZ) - (ZlﬁUZ)
eine absteigende Kette abgeschlossener Teilmengen in U;, die nach Voraussetzung ab einem
N (i) stationér wird. Setze N als das Maximum aller N (7). Dann gilt fiir alle j > N, dass

Zj = Zj NnNX = Zj N (UZUZ) = Ui(Zj N Ui) = Ui(Zj+1 n Ul) = Zj+1

und die urspriingliche Kette wird stationér. Also ist X ein noetherscher topologischer Raum.
O

Korollar 11.31. FEin noethersches Schema hat einen noetherschen unterliegenden to-
pologischen Raum.

Beweis. Ein noethersches Schema X hat nach Definition eine endliche offene Uberdeckung
durch affine Schemata Spec(A;), wobei A; einer noetherscher Ring ist. Nach Beispiel 11.29
hat Spec(A;) einen noetherschen unterliegenden topologischen Raum und nach Lemma 11.30
also auch X. |

Beispiel 11.32. Die Umkehrung von Korollar 11.31 ist nicht unbedingt richtig. Der Ring
A= k[xy,xo,.. ]/ (23, 22,..)

ist nicht noethersch, da das (maximale) Ideal (x1,xo,...) nicht endlich erzeugt ist. Es ist
allerdings Spec(A) = Spec(A/Nil(A)) = Spec(k) ein noetherscher topologischer Raum.

Lemma 11.33. Sei X ein noetherscher topologischer Raum, dann gilt:

(1) Jede Teilmenge von X ist ein noetherscher topologischer Raum.
(2) Der Raum X ist quasikompakt.
(8) Der Raum X hat nur endlich viele Irreduzibilititskomponenten.

Beweis. Fiir Teil (1) sei Y C X eine Teilmenge mit der Unterraumtopologie und betrachte
eine Kette ... C Z3 C Zy C Z; abgeschlossener Teilmengen in Y. Die jeweiligen Abschliisse
in X bilden eine Kette ... C Z3 C Zy C Z; abgeschlossener Teilmengen in X die nach
Voraussetzung stationdr wird. Nun gilt aber ZX ny = ZY = Z; nach Bemerkung 4.2 und
daher wird die urspriingliche Kette ebenfalls stationér.

Fiir (2) sei {U; = X }ies eine offene Uberdeckung und betrachte die Teilmenge

¥ :={U € T| U ist endliche Vereinigung von U;s}

der Topologie ¥ auf X. Wir wollen zeigen, dass X € ¥'. Jede Kette des Posets (T, C) hat
eine obere Schranke, da die komplementire Kette eine absteigende Folge abgeschlossener
Mengen in X ist und nach Voraussetzung stationdr wird. Mit dem Lemma von Zorn hat
(%',Q) also ein maximales Element M. Dieses M kann also als endliche Vereinigung von
U;s geschrieben werden. Wir wollen zeigen, dass M = X. Falls aber M # X und es ein
Element z € X \ M gébe, so wére dieses in einer offenen Menge U, enthalten, die wir mit
M vereinigen konnten, was ein Widerspruch zur Maximalitdt von M ware. Also ist M = X
und damit X quasikompakt.

Fiir (3) geniigt es zu zeigen, dass X eine endliche Vereinigung irreduzibler Teilmengen ist.
Betrachte die Teilmenge

¢’ :={Z € €| Z ist nicht endliche Vereinigung irreduzibler Teilmengen von X }

der Menge € der abgeschlossenen Teilmengen von X. Wir wollen zeigen, dass €' = (). Falls
diese Menge nichtleer wire, so gébe es mit dieser Voraussetzung und der Voraussetzung
noethersch zu sein mit dem Lemma von Zorn ein minimales Element Z. Es ist also Z eine
nicht irreduzible Teilmenge von X und daher eine Vereinigung von zwei abgeschlossenen
Teilmengen Z; und Zs, die wegen der Minimalitdt von Z beide in €’ liegen. Dieses ist ein
Widerspruch. a
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Korollar 11.34. Jedes noethersche Schema hat endlich viele Irreduzibilititskomponen-
ten.

Korollar 11.35.

(1) Ein offenes Unterschema eines lokal noetherschen Schemas ist wieder lokal
noethersch.
(2) Ein offenes Unterschema eines noetherschen Schemas ist wieder noethersch.

Beweis. Fiir (1) sei X ein lokal noethersches Schema, {Spec(A;) < X} eine offene Uber-
deckung sodass A; ein noetherscher Ring ist und U < X ein offenes Unterschema. Fiir jeden
Index 4 ist dann U N Spec(4;) eine offene Menge in Spec(4;) und daher U N Spec(4;) =
Uj, D(s;;) fiir sj, € A;. Da D(s;;) = Spec(A[--]) und eine Lokalisierung eines noetherschen

i Sji

Rings wieder ein noetherscher Ring ist, besitzt

U=UnNX =Un(U;Spec(4;)) = U;(U N Spec(4;)) = U; U;, Spec(A[-L])

Sji

eine offene Uberdeckung durch Spektra noetherscher Ringe und ist also lokal noethersch.
Fiir (2) bemerken wird zunéchst, dass ein offenes Unterschema eines quasikompakten Sche-
mas nicht unbedingt quasikompakt sein muss. Ist aber das Schema noethersch, so hat es nach
Korollar 11.31 einen noetherschen unterliegenden topologischen Raum und eine (insbeson-
dere: eine offene) Teilmenge ist nach dem vorherigen Lemma 11.33.(1) auch noethersch und
damit quasikompakt nach Lemma 11.33.(2). Also ist das offene Unterschema noethersch. [J

Man erinnere sich daran, dass ein Ring A reduziert heifit, falls 0 sein einziges nilpotentes
Element ist und ein Integritétsbereich, wenn er nicht der Nullring ist und wenn 0 sei einziger
Nullteiler ist, was nach Korollar A.20 dquivalent dazu ist, reduziert und irreduzibel zu sein.

Definition 11.36. Ein Schema (X, Ox) heifit

(1) reduziert, falls Ox , ein reduzierter Ring ist fiir alle z € X,
(2) integer, falls X reduziert und irreduzibel ist.

Lemma 11.37. Sei (X,0x) ein Schema. Dann gilt:
(1) X ist reduziert, genau dann wenn Ox (U) reduziert ist fir alle offenen U C X.
(2) X ist integer, genau dann wenn Ox (U) ein Integrititsbereich ist fir alle offenen
UCX mitU=#0.
Auferdem gilt:
(3) Ist X integer, so ist Ox o ein Integrititsbereich fir alle x € X.

Beweis. Zunichst zeigen wir (1). Sei X reduziert, U C X offen und s € Ox (U) mit s™ = 0.
Dann gilt auch s? =0 € Ox, fiir alle z € U. Da diese Ringe reduziert sind, folgt s, = 0 fiir
alle x € U, also auch auf kleinen Umgebungen U, um z. Durch die Eindeutigkeitseigenschaft
der Garbe Ox folgt s = 0.

Sei umgekehrt jeder Ring Ox (U) reduziert und s, € Ox , mit s? = 0, dann gilt diese
Gleichung auch in Ox (U) fiir eine kleine offene Umgebung U um x. Dann folgt fiir einen
Reprisentant s € Ox (U) von s,, dass s = 0, also auch s, = 0.

Fiir (2) sei X integer. Da Reduziertheit nach (1) eine lokale Eigenschaft ist und nach
Lemma 4.17.(7) jede nichtleere offene Teilmenge von X auch irreduzibel, ist jedes nichtleere
offene Unterschema von X ebenfalls integer. Also geniigt es zu zeigen, dass Ox(X) ein
Integritétsbereich ist. Ein irreduzibler topologischer Raum ist per Definition nichtleer, also
ist X # 0 und Ox(X) # 0 (X hat eine Uberdeckung durch affine Unterschemata # 0, die
jeweils 1 als globalen Schnitt haben, der offensichtlich mit Einschréinkungen kompatibel ist,
da Ringabbildungen die Eins aus die Eins schicken und somit zu einem globalen Schnitt
von X verklebt). Seien also s,t € Ox(X) mit st = 0. Wir wollen zeigen s = 0 oder t = 0.
Sei W = Spec(A) # 0 eine fixierte affine offene Teilmenge von X. Dann gilt syt = 0
und daher W = V(0) = V(sjwtjw) = V(sjw) U V(tjw) nach Lemma 4.4. Da W nach
Lemma 4.17.(7) irreduzibel ist, konnen wir beispielsweise W = V(s|;y) annehmen. Dieses
bedeutet aber nach Korollar 5.3, dass sjy € Nil(4) = 0, da A = Ow (W) = Ox (W) nach (1)
reduziert ist. Wir kénnen nun nicht ohne Weiteres X durch solche W iiberdecken und die
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Eindeutigkeitseigenschaft der Garbe Ox benutzen, da wir bei weiteren W nicht wissen ob
sjw = 0 oder ¢y = 0 gilt. Sei nun aber U # () eine weitere beliebige affine offene Teilmenge
von X. Wenn wir zeigen, dass stets sjy = 0 folgte durch Betrachtung einer Uberdeckung
von X durch solche U mit der Eindeutigkeitseigenschaft der Garbe Ox, dass s = 0 und wir
wiren fertig. Es geniigt, wie oben, wieder zu zeigen, dass V(s|y) = U. Nach Lemma 4.17.(7)
ist U irreduzibel, der Schnitt WNU nach Lemma 4.17.(6) nichtleer und offen in U und damit
nach Lemma 4.17.(7) dicht in U. Daher geniigt es zu zeigen, dass WNU C V(s|), denn dann
folgt nach Abschluss, dass U C V(sjy) € U. Wir wissen nun aber schon, dass sjyny = 0,
also s, = 0 fiir alle x € W NU und es gilt V(sjy) ={z €U | sy € 2} = {zx € U | s, = 0}.
Also folgt die Behauptung.

Ist umgekehrt jedes Ox (U) ein Integritétsbereich, so ist X reduziert nach (1). Angenom-
men X wire nicht irreduzibel. Dann gébe es nach Lemma 4.17.(7) zwei nichtleere offene
Teilmengen U und V' mit leerem Durchschnitt. Folglich wire Ox (UUV) 2 Ox(U) x Ox (V)
nach der Garbenbedingung und die rechte Seite sicherlich kein Integritétsbereich. Also ist
X integer.

Es folgt (3) aus (2), da jede (nichttriviale) Lokalisierung eines Integritdtsbereiches wieder
ein Integritdtsbereich ist. O

Beispiel 11.38. Es folgt, dass ein affines Schema X = Spec(A) reduziert (oder integer) ist
genau dann, wenn A ein reduzierter Ring (oder ein Integrititsbereich) ist. Wir haben in
Korollar 5.5 und Korollar A.19 gesehen, dass das affine Schema X = Spec(A) irreduzibel ist,
genau dann, wenn Nil(A) ein Primideal ist (und folglich der generische Punkt n € X). Im
speziellen Fall, dass X integer ist, ist der generische Punkt n € X das Nullideal (0).

Ist X = Spec(A) ein integres und affines Schema, so ist also insbesondere der lokale Ring
Ox,y = k(n) = Aoy = Quot(A) ein Korper. Ein beliebiges integres (sogar nur irreduzibles)
Schema X hat nach Satz 11.22 einen eindeutigen generischen Punkt 7. Um den lokalen Ring
Ox, zu bestimmen, kénnen wir uns auf eine affine offene Umgebung von 7 zuriickziehen.
(Es ist sogar jedes nichtleere offene Unterschema eine Umgebung des generischen Punkts
nach Lemma 4.19.) Es folgt, dass fiir ein irreduzibles Schema X der lokale Ring Ox , ein
Korper ist.

Definition 11.39. Sei X ein integres Schema mit generischem Punkt 7. Dann heif3t
der Kérper K(X) := Ox , der Funktionenkdrper von X.

Es ist nach dem folgenden Lemma besondes einfach, die Strukturgarbe eines integren
Schemas zu beschrieben.

Lemma 11.40. Sei X ein integres Schema und x € U C'V offene Teilmengen von X,
sowie {U; < U} eine offene Uberdeckung. Dann sind jeweils die beiden Abbildungen

Ox(V) 2% 0x ) <25 0., = K(X)

injektiv und folglich auch die induzierte Abbildung Ox , — K(X). Weiterhin gilt
ﬂOX(Ui) =0x(U) = ﬂ Ox .z

zeU
wobei der Schnitt im Funktionenkorper K(X) betrachtet wird.

Beweis. Da fiir eine injektive Komposition von Abbildungen immer auch die erste dieser eine
Injektion ist, geniigt es fuer die erste Behauptung zu zeigen, dass Ox (U) — Ox , injektiv
ist. Sei also s € Ox(U) mit s, = 0. Es geniigt nach der Eindeutigkeitseigenschaft der Garbe
Ox zu zeigen, dass die Einschrinkungen s|gpec(a,) auf einer offenen affinen Uberdeckung
{Spec(4;) <= U} verschwinden, wobei A; nach Lemma 11.37 ein Integritétsbereich ist. Die
Behauptung folgt dann aus der Injektivitit von 4; — Quot(4;) = K(X).

Die erste Gleichung der zweiten Behauptung folgt direkt aus der Garbeneigenschaft von
Ox beziiglich der Uberdeckung {U; < U}. Das dort vorkommende Equalizer-Diagramm
koénnen wir wegen der ersten Behauptung innerhalb von K (X) interpretieren. Fiir die zweite
Gleichung kénnen wir ein affines X = Spec(A) anehmen und wissen mit Korollar 9.11, dass

Ox(X) = OF°(X) = (A\ Upexp) A = Npex(A\p)'A = Npex A, = ﬂ Ox,. O
peX
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Beispiel 11.41. Das vorherige Lemma 11.40 ist falsch, wenn das Schema X nicht reduziert
ist. Ist beispielsweise X = Spec(A) ein irreduzibles affines Schema mit generischem Punkt
7 und Xyeq = Spec(Ayeq) mit generischem Punkt 7.4, so betrachten wir das Diagramm

Ox(U) —— Ox,y

| |

O0x,q(U) —— Ox

red;?red

wobei die rechte vertikale Abbildung die Identitat ist, da Lokalisierung mit Radikalen von
Idealen vertauscht. Ist nun X irreduzibel aber nicht reduziert, so kann die Komposition

OX(X) =A— OXred (Xred) = Areq — OX,n

nicht injektiv sein, da die erste vorkommende Abbildung nicht injektiv ist.

Fiir ein konkreteres Beispiel betrachten wir X = Spec(A) mit A = k[z,y]/(zy, 2?) und
zugehorigem reduzierten Schema X,.q = Spec(k[z,y]/(x)) = Spec(k[y]). Es ist X also ir-
reduzibel aber nicht reduziert. Die Abbildung A = Ox(X) — Ox(D(y)) = A[%] ist nicht

injektiv, da das Element z auf Null geschickt wird.
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12. Faserprodukte

Definition 12.1. Sei S ein Schema und X — S und Y — S zwei Elemente in Sch/S.
Ein Faserprodukt von X und Y iiber S ist ein kommutatives Diagramm

X xsY 2, X

pyl lf

y —2 5§

von Schemata sodass fiir jedes kommutative Diagramm ohne den gestrichelten Pfeil

(12.2)

ein eindeutiger Schemamorphismus ¢ existiert, der das gesamte Diagramm kommutativ
macht. Diese letzte Bedingung nennt man die universelle Eigenschaft des Faserprodukts.

Beispiel 12.3.

(1) Bertachtet man den zu Definition 12.1 analogen Begriff in der Kategorie Set der
Mengen, so existiert ein Faserprodukt und ist gegeben durch die Menge

X xsY :={(z,y) € X xY | f(z) = g(y)}
mit den offensichtlichen Projektionen px und py. Ist im Speziellen g eine injektive
Abbildung so ist X xgY = f~1(g(Y)) genau das Urbild von g(Y) (oder mit der
iiblichen Identifikation: das Urbild von Y') unter der Abbildung f.
(2) Betrachtet man den Begriff des Faserprodukts in der Kategorie Top der topologi-
schen Réume, so existiert ein Faserprodukt und ist gegeben durch die in Punkt (1)
definierte Menge zusammen mit der Unterraumtopologie von X x Y.

Lemma 12.4. Ein Faserprodukt von X und Y dber S ist eindeutig (bis auf eindeu-
tige Isomorphie), falls es existiert und daher sprechen wir im Folgendem von ,dem*
Faserprodukt.

Beweis. Dieser Beweis ist eine iibliche Argumentation fiir die Eindeutigkeit kategorieller
Konstrukte. Angenommen es ist

’

(X xgY) 25 X
p%l l
Yy ——— S

ein zweites Faserprodukt von X und Y iiber S, so gibt es ein kommutatives ungestricheltes
Diagramm

(X x5 Y) P

Y —— §

und damit einen eindeutigen Schemamorphismus ¢ wie angedeutet, sodass alles kommutiert.
Vertauscht man die Rollen der beiden Faserprodukte so gibt es analog einen eindeutigen
Schemamorphismus t': X xg Y — (X xg YY), sodass das analoge Diagramm kommutiert.
Schreibt man nun diese beiden Diagramme zusammen, so macht ¢'¢: (X xgY) — (X xgY)’
das gesamte Diagramm kommutativ, ebenso wie die Identitét id. Die universelle Eigenschaft
des Faserprodukts (X xgY')" verspricht aber einen eindeutigen solchen Schemamorphismus,
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also ist ¢t = id. Vertauscht man anfinglich die Rollen der beiden Faserprodukte, so bekommt
man analog ¢’ = id und die Behauptung ist gezeigt. |

Lemma 12.5. Sei S ein Schema, dann definiert das Faserprodukt iber S einen Funktor
—Xg—: Sch/SxSch/S — Sch/S
(X,Y) = X xgY
(f,9) = fxyg
wobei fiir zwei Morphismen f: X — X' und g: Y — Y’ in der Kategorie Sch/S der

Morphismus f x g: X xg Y — X' xgY' gegeben ist durch die universelle Eigenschaft
des Faserprodukts X' xsY' mit Hinblick auf das kommutative Diagramm

XxgV —— X
l T fxa f

N

Y X' xgY —— X'
\l l
Yy — > &S.

Es gibt auferdem die folgenden in Objekten X, Y und Z in Sch/S natiirlichen Isomor-
phismen.

X xgS =2 X
X xgY =2 Y xgX
(XXSY)XsZ = XXS(YXSZ)
Beweis. Dieses folgt direkt aus der universellen Eingenschaft des Faserprodukts. |

Lemma 12.6. Man betrachte das kommutative Diagramm
X —Y —7
S// RN Sl N S
von Schemata, wobei das rechte Quadrat ein Faserprodukt ist. Dann ist das linke Quadrat

ein Faserprodukt genau dann, wenn das duflere Rechteck ein Faserprodukt ist.

Beweis. Dieses folgt direkt aus der universellen Eingenschaft des Faserprodukts und ist eine
Ubungsaufgabe. O

Lemma 12.7. Sind S = Spec(R) und X = Spec(A) — Spec(R), Y = Spec(B) —
Spec(R) affine S-Schemata, so existiert das Faserprodukt von X und Y dber S und ist
gegeben durch die Anwendung von Spec auf das kommutative Diagramm

R—2 . B

| |

A—— A®RrB
gegeben durch das Tensorprodukt.

Beweis. Ist ein kommutatives Diagramm

g /p\‘
Spec(A ®@p B) X Spec(A)

! pr| |

Spec(B) ——— Spec(R)

gegeben, so korrespondieren nach Satz 10.20 die Schemamorphismen ¢: T — Spec(A @ B)
zu Ringabbildungen A @ g B — Or(T') und die Behauptung, dass es eine solche eindeutige
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Ringabbildung gibt, die alles kommutativ macht, ist genau die universelle Eigenschaft des
Tensorprodukts. O

Lemma 12.8. Sei S ein Schema, X,Y € Sch/S und der Strukturmorphismus j: Y —
S eine offene Immersion. Dann existiert das Faserprodukt

X xgY 2, X

e

y — 7 8§

und sein unterliegender topologischer Raum ist das Urbild f~1(Y) mit der Unterraum-
topologie von X . Auflerdem ist px ebenfalls eine offene Immersion.

Beweis. Wir betrachten das topologische Faserprodukt
FHY) = X

| I

Y] ———[5]

und definieren die Struktur eines lokalgeringten Raums auf f~!(Y’) durch Einschrinkung

(X XgY, OXXSY) = (fil(Y), OX|f*1(Y))
der Strukturgarbe von X. Dieses ist ein Schema nach Lemma 11.8. Ist nun ein anderes Sche-
ma T mit Abbildungen p: T — X und ¢: T — Y gegeben, sodass das Diagramm (12.2)
kommutiert, so induziert dieses insbesondere ein kommutatives Diagramm (12.2) auf unter-
liegenden topologischen Rédumen und wir bekommen durch die universelle Eigenschaft des
Faserprodukts dort eine eindeutige Abbildung t’': |T'| — |X X sY| von topologischen Riumen,
sodass das gesamte Diagramm auf unterliegenden topologischen Réumen kommutiert. Wir

haben also die Situation
[p|
T
X

|X XSY| ‘pX‘ |X|

auf topologischen Riumen gegeben und es geniigt zu zeigen, dass ¢’ einer eindeutigen Abbil-
dung von Schemata unterliegt. Nun gilt aber fiir eine offene Menge U C | X xg Y|, dass

Oxxsy(U) =
p*(U) 1
Ox(U) — OT(IP\ ~(0)
Or(t” x|~ (1)
= Op(t" (U))
= 1.0r(U)
und dieser Garbenmorphismus ist also durch eine eindeutige Weise gegeben. O

Satz 12.9. Sei S ein Schema und X, Y € Sch/S. Dann ezistiert das Faserprodukt
XxgY 2 X

o

vy —2

Beweis. Wir haben die Existenz bereits in Lemma 12.7 gezeigt, falls X, Y, S affin sind.

Angenommen, das Faserprodukt existierte, wenn S und X beliebig sind und Y affin. Sei
{Vi = Y} eine offene Uberdeckung von Y durch affine Schemata Vj. Betrachte fiir jedes k
das Diagramm




Wir wissen nach Voraussetzung, dass das ungestrichelte Rechteck fiir jeden Index k existiert
und ein Faserprodukt ist. Natiirlich wollen wir Satz 11.14 benutzen und X Xxg Vj; zu dem
Schema X xg Y verkleben. Betrachtet man einen zweiten Index k' und den Durchschnitt
ViNV} (dieser muss nicht affin sein!), so existieren nach Lemma 12.8 die Faserprodukte (X x g
Vie) xv;, (VienVir) und (X x s V) Xy (VNVj). Diese sind aber nach Lemma 12.6 jeweils durch
einen eindeutigen Isomorphismus ¢y isomorph zu X x g (V3 NV;) und wiederum durch die
Eindeutigkeit ist die Kozykelbedingung erfiillt. Also kénnen wir Satz 11.14 benutzen und
das Schema X xg Y konstruieren. Genau die im Beweis von Lemma 12.8 sieht man, dass
dies tatséchlich dieses universelle Eigenschaft des Faserprodukts hat.

Durch Symmetrie von X und Y bleibt nur noch zu zeigen, dass das Faserprodukt X xgY
existiert, wenn X und Y beide affin sind. Dazu wihlen wir eine offene affine Uberdeckung

{S; — S}. Wir betrachten den Wiirfel

XxgV — 5 X

) /‘
X; Xs, Y, X

Y ——|—— S

" e

Y; S

wobei die rechte, die untere und die vordere Seite per Definition Faserprodukte sind. Wir
mochten zeigen, dass auch die hintere Seite ein Faserprodukt ist. Dieses geht nun analog zu
der obigen Betrachtung zum Zusammenkleben. O

Korollar 12.10. Sei S ein Schema und X, Y € Sch/S. Sei {S; < S} eine offene
[{berdeckung, X, =X XxgS;undY; :=Y xg8S; die jeweiligen Faserprodukte und offene
Uberdeckungen {U;; — X;} und {Vi, — Y;} dieser gegeben, so ist

{Uij XS, ‘/zk — X Xg Y}
auch eine offene Uberdeckung.
Bemerkung 12.11. Es ist der unterliegende topologische Raum | X x g Y| eines Faserprodukts
X x5Y von Schemata nicht unbedingt das topologische Faserprodukt |X| x g/ [Y| der je-

weiligen unterliegenden topologischen R&ume der beteiligten Schemata, da beispielsweise
|A%| = |A! x Al| nicht die Produkttopologie triigt.

Definition 12.12. Fiir ein S-Schema X und einen Punkt s € S heifit das Spec(k(s))-
Schema X, welches durch das Faserprodukt

X, —— X

(12.13) l l

Spec(k(s)) SEEENY
gegeben ist, die Faser von X an s, wobei i der kanonische Morphismus aus (11.11) ist.
Lemma 12.14. Ist f: X — S ein S-Schema und s € S ein Punkt, so ist auch das dem
Faserprodukt (12.13) unterliegende Diagramm von topologischen Rdumen

| Xs| ——— X]

| s

li]

* & | Spec(k(s))| —— |S]|
ein Faserprodukt. Es gibt also mit anderen Worten einen Homdomorphismus
|1 Xs| = [fI7H(s)
topologischer Raume induziert durch den Morphismus Xg — X.
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Beweis. Sei Y — S eine offene affine Umgebung von s. Wir haben in Lemma 12.8 gesehen,
dass in diesem Fall | X xg Y| = |f|71(Y) gilt, also die analoge Aussage des zu beweisenden
Lemmas fiir offene Immersionen. Wegen Lemma 12.6 angewandt auf das Diagramm

| Xs] ———— | X xg Y| — | X]|

| | | [

| Spec(k(s))] E

konnen wir annehmen, dass S = Y affin ist. Ebenso kénnen wir annehmen, dass X affin ist,
denn ist {j;: U; < X} eine offene Uberdeckung, so ist nach Konstruktion des Faserprodukts
{U; x5 Spec(k(s)) = X} eine offene Uberdeckung dessen und es geniigte zu zeigen, dass
U; x5 Spec(k(s))| = | f:] " (Spec(k(s))) gilt.

Seien also S = Spec(R) und X = Spec(A), ¢: Spec(A) — Spec(R) der vormals mit
f bezeichnete Schemamorphismus und s ein Primideal in R. Wir haben ein Diagramm
(siehe (11.11))

R—L1 4R, L k(s)

L

A— A®9r R, —2— A®gk(s).

und | X| = | Spec(A ® k(s))|. Wir miissen zeigen, dass @~ 1(s) = | Spec(A @ g k(s))|.

Da das Tensorprodukt auf kanonische Weise vertriiglich ist mit Lokalisierungen, gibt es
einen Ringisomorphismus A ®@r Rs 2 (¢(R\ s)) 14 und mit Lemma 4.10 induziert Spec(l’)
einen Hom6omorphismus

| Spec(A ®pr Rs)| = {p € Spec(A) [ pNp(R\ s) = 0}.

Durch die Rechtsexaktheit des Tensorprodukts gibt es ein kommutatives ungestricheltes
Diagramm

85 R, 2 k(s)
(9(5)) “—> A@p By —> A h(s)

mit einer surjektiven Abbildung p’. Nach Korollar A.44 ist der Kern des surjektiven Ring-
homomorphismus p’ gegeben durch das von g(s;) erzeugte Ideal (g(ss)) in A ®g Rs. Mit
Lemma 4.10 induziert Spec(p’) einen Homdomorphismus

| Spec(A @r k(s))] = V(g(ss))-

Insgesamt ist also Xy homGomorph zu dem Unterraum

|Spec(A®g k(s))| = {p€Spec(A) | pNe(R\ s)=0}nSpec(l’)V(g(ss))
= {p € Spec(A) [ pNp(R\ s) =0} N Spec(l')V(gl(s))
= {p € Spec(A) [ pNp(R\ s) =0} N Spec(l')V(I'¢(s))
= {p € Spec(A) [pN@(R\s) =0 und (s) C p}
= {p € Spec(4) | ¢~} (p) = s}
= {p € Spec(4) | 4(p) = s}
= 57i(s)

auf die gewiinschte Weise. g

Bemerkung 12.15. Nach dem vorherigen Lemma 12.14 kénnen wir ein S-Schema X — S
auffassen als eine Familie von Spec(k(s))-Schemata X, parametrisiert durch die Punkte s
von S.

Beispiel 12.16. Sei k ein Korper und betrachte das A}-Schema

Spec(k(z,y, 2]/ (zy — 2)) > Spec(k[z]) = Ay
gegeben durch die Inklusion k[z] < k[x,y, z] = k[z,y, 2]/ (zy — 2).
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Betrachte den abgeschlossenen Punkt s = (2 —a) € A} mit a € k. Dann ist X, = Spec(A;)
mit

AS = k'[.%‘,y, Z]/(l‘y - Z) ®k[z] k[Z]/(Z - a) = k[l‘, y]/(xy - a)
und X ist irreduzibel genau dann, wenn a # 0.

Beispiel 12.17. Sei k ein Korper und betrachte das A}-Schema
Spec(k(z,y]/(xy)) — Spec(k[t]) = A}
gegeben durch k[t] — k[z,y]/(xy) mit t — = + y + (zy).

Betrachte den abgeschlossenen Punkt s = (t—a) € A}, mit a € k. Dann ist X, = Spec(A;)
mit
As = kla,yl/(wy) ©up Kt/ (E — a) = K[z, )/ (zy, 2 + y — a) = K[z]/ (2(x — a))
also Ay = k[x]/(2?) falls @ = 0 und A, = k x k sonst nach dem Chinesischen Restsatz A.2.
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Lemma 12.18. Seien X und Y zwei S-Schemata. Dann ist die (topologische) Faser
der kanonischen surjektiven Abbildung

X x5 Y| = |X] x5 [Y]
an einem Punkt (x,s,y) € | X| x5 |Y]| gegeben durch den Raum |Spec(k(z) ®xs) k(y))]-

Beweis. Wir betrachten das Diagramm

X s Y] : X x5 ¥
/ ’ \ /
| Spec(k(z)) x5 Y| : | Spec(k(z))] x5 [Y]
> x|
| Spec(k())|

von topologischen Rdumen, das dadurch entsteht, dass wir das hintere Dreieck entlang
| Spec(k(x))] — |X| zuriickziehen. Alle vorkommenden Quadrate sind Faserprodukte to-
pologischer Rdume und das linke Quadrat wegen des vorherigen Lemmas 12.14. Es ist also
die Faser von ¢ an (z,s,y) die gleiche, wie die Faser von ¢’ an diesem Punkt. Das analoge
Argument fiir | Spec(k(y))| — |Y| zeigt, dass wir nur die Faser der Abbildung

| Spec(k(x)) x5 Spec(k(y))| = [Spec(k(x))[ xs| [ Spec(k(y))]
an (z, s,y) auszurechnen brauchen (Die Quelle dieser Abbildung ist iibrigens schon isomorph
zu der gesuchten Faser, da das Ziel der Abbildung einpunktig ist.). Um das gleiche Argument
zu benutzen und weiter an | Spec(k(s))| — |S| zuriickzuziehen, miissen wir noch wissen, dass
das Diagramm

| Spec(k(2))| == [Spec(k(z))|

l l

| Spec(k(s))| ——— |5

ein Faserprodukt ist. Dieses kénnen wir mit Lemma 12.14 auch vor der Anwendung von | — |
zeigen. Sobald wir dieses gezeigt haben folgt, dass die gesuchte Faser von ¢ genau die Faser
von

| Spec(k(x)) Xspec(r(s)) Spec(k(y))| = [Spec(k(y))] x| spec(r(s))| | SPec(k(y))]
ist, aber das ist genau die Quelle dieser Abbildung, da das Ziel eine einpunktige Menge ist.
Wir sind also in der folgenden Situation: Es sei ¢: X — S ein Schemamorphismus mit
p(x) = s zwischen affinen Schemata X = Spec(A) und S = Spec(R) induziert von einem
Ringhomomorphismus ¢: R — A und es bleibt zu zeigen, dass

k(z) ©r k(s) = k(z)
gilt (Man beachte, dass sogar das Tensorprodukt zweier Korper iiber einem Koérper nicht
unbedingt ein Korper ist.). Betrachte die kanonische Abbildung R — Rs — Rs/ss = k(s)
und schreibe k(z) @ k(s) = (k(z) ®g Rs) ®r, k(s). Wir zeigen zunéchst, dass k(z) @ g Rs =
k(x) gilt. Dieses Tensorprodukt ist isomorph zur Lokalisierung des Rings k(z) an dem Bild
von R\ s darin. Da in einem Korper sowieso schon jedes Element # 0 invertierbar ist,
geniigt es zu zeigen, dass dieses Bild keinen Nullteiler, also nicht die Null enthélt. Es gibt
aber mit der Voraussetzung, dass x auf s abgebildet wird, also ¢~!(z) = s, ein kommutatives
Diagramm
R—— A
(12.19) R, —— A
)

)
8

k(s) —— k(x
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und da alle Elemente in R\ s auf Einheiten in k(s) abgebildet werden, bleiben diese Einheiten
in dem Bild von k(s) < k(x).

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass k(z) ®g, k(s) = k(z) gilt. Betrachte dafiir, wie im
Beweis von Lemma 12.14, das Diagramm

Ss © Rs k(S)

| |

’

(Bild von s5) «---+ k(z) ®g, Rs s k(x) ®r, k(s).

Um zu zeigen, dass p’ ein Isomorphismus ist, miissen wir also sehen, wieso das Bild von s,
in k(x) Null ist. Dieses folgt aber direkt aus dem Diagramm (12.19). O
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13. Einschub: Kategorielle Eigenschaften

Dieses Kapitel ist ein Einschub iiber , kategorielle Eigenschaften“ der bisher betrachteten
Konstruktionen und nicht unbedingt notwendig fiir den Rest dieses Texts. Es sei daran erin-
nert, dass wir in Bemerkung 4.8 Kategorien und Funktoren, in Bemerkung 6.9 Aquivalenzen
von Kategorien und in Bemerkung 7.21 den kategoriellen Begriff der Adjunktion betrachtet
haben.

Definition 13.1. Sei C eine Kategorie, Z eine Kategorie, deren Objekte eine Menge
bilden, die Indexkategorie genannt wird und D: Z — C ein Funktor, den man ein
Diagramm nennt. Ein Kolimes von D ist ein C-Objekt colim;cz D(i) zusammen mit
C-Morphismen s;: D(i) — colim;ez D(i) sodass fiir jeden Z-Morphismus «: ¢ — i’ das
ungestrichelte Diagramm

D(ax) colim;ez D(i) - 5 I
T

kommutiert und fiir jedes C-Objekt T zusammen mit C-Morphismen ¢;: D(i) — T mit
der gleichen Eigenschaft ein eindeutiger C-Morphismus ¢: colim;ez D(i) — T exisitiert,
der das gesamte obige Diagramm kommutativ macht.

Bemerkung 13.2. Genau wie in Lemma 12.4 zeigt man, dass ein Kolimes eindeutig ist (bis
auf eindeutige Isomorphie), sofern er exisitiert. Deshalb kann man bedenkenlos von ,,dem*
Kolimes eines Diagramms reden. Es wird, etwas ungenau, der Kolimes eines Diagramms D
manchmal nur mit dem Objekt colim;ez D(7) identifiziert.

Beispiel 13.3.

(1) Ist Z die leere Kategorie mit der leeren Menge als Menge der Objekte und D: Z — C
das eindeutige ,,leere Diagramm*, so ist der Kolimes von D genau ein initiales Objekt
in der Kategorie C, also ein Objekt C', sodass es fiir jedes andere C-Objekt T ein
eindeutigen C-Morphismus C' — T gibt. Ein Beispiel hierfiir ist die leere Menge ()
fiir C = Set oder fiir C = Top, die abelsche Gruppe {0} fiir C = Ab und der Ring
Z fir C = Ring.

(2) Ist Z eine diskrete Kategorie, also eine Kategorie mit nur den jeweiligen Identitéten
als Morphismen, so ist der Kolimes eines Diagramms D: Z — C genau das Kopro-
dukt [[;c7 D(i). Ein Beispiel hierfiir ist die disjunkte Vereinigung | |;., D(i) fiir
C = Set oder fiir C = Top, die abelsche Gruppe @, ., D(i) fiir C = Ab und der
Ring @y, ;7 D(i) fiir C = Ring und eine endliche Indexkategorie Z (Die Kategorie
der Ringe hat zwar auch unendliche Koprodukte, diese sind aber etwas schwieriger
zu verstehen).

(4) Ist Z eine filtrierte Kategorie, also eine nichtleere Kategorie Z sodass fiir alle zwei
Objekte i und j daraus ein Z-Objekt k existiert mit Z-Morphismen ¢ — k und j — k
und sodass fiir zwei Z-Morphismen 7 — i’ ein Z-Morphismus 7’ — k existiert, sodass
die zwei Kompositionen gleich sind,

i E— —

so heift der Kolimes iiber ein Diagramm D:Z — C ein filtrierter Kolimes. Je-
des Poset (P, <), also eine Menge mit einer reflexiven, antisymmetrischen (beide
Mboglichkeiten fiir ein Paar implizieren Gleichheit) und transitiven Relation, defi-
niert eine Kategorie Z mit einem Morphismus ¢ — ¢’ genau dann, wenn 7 < ’. Diese
Kategorie ist filtriert, genau dann, wenn lediglich die erste der beiden obigen Eigen-
schaften gilt, da es hochstens ein Morphismus i — ¢’ geben kann. Ist C = Set, so ist
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ein filtrierter Kolimes gegeben durch die Menge

[IpG)/~

i€z
wobei x; € D(i) und x; € D(j) dquivalent sind genau dann, wenn es Z-Morphismen
a:i— kund B: j — k gibt mit D(«)(x;) = D(B)(z;), also wenn sie ,irgendwann
gleich“ werden. Ist C = Ab oder C = Ring, so hat diese Menge auch die natiirliche
Struktur eines C-Objekts analog zu Definition 7.13 und definiert den Kolimes in C.
Insbesondere ist der Halm aus Definition 7.13 ein Beispiel eines solchen filtrierten
Kolimes.

Bei filtrierten Kolimiten kann man , die ersten Eintrige im Diagramm igonrieren*
oder genauer: Ist J C T eine (beliebige) Unterkategorie einer filtrierten Kategorie
7 und gibt es fiir jedes ¢ € Z einen Morphismus ¢ — 7 mit j € J, so ist auch J eine
filtrierte Kategorie und es gilt colim,;cz D(i) = colim;c s D(j). Hat also insbesondere
T ein ,letztes* Objekt k, so ist colim;ez D(i) = D(k).

(5) Ist Z die (nicht filtrierte) durch b + a — ¢ gegebene Kategorie (mit den Identitéten),
so heifit ein Kolimes eines Diagramms D: 7 — C auch ein Pushout und wird oft mit
dem Symbol ,,F“ in dem kommutativen Diagramm

D(a) — L D)

LT b
D(c) — colim;ez D(i)

gekennzeichnet. Solche Pushouts haben wir am Anfang von Kapitel 8 in der Ka-
tegorie C = Top der topologischen Riume betrachtet. Wie in Bemerkung A.38
angedeutet, ist das Tensorprodukt B ® 4 C' der Pushout in der Kategorie C = Ring
der Ringe. Die unterliegenden abelschen Gruppen bilden aber keinen Pushout in der
Kategorie C = Ab der abelschen Gruppen, da dieser durch die abelsche Gruppe

BEC /{5y, —+(#) € BoCac 4)
gegeben ist, wie man leicht nachrechnet. Fiir einen beliebigen Ring A verallgemeinert
sich diese Situation auf die Kategorien C = A-Alg der A-Algebren und C = A-Mod
der A-Moduln. Insbesondere ist der Kokern coker(y) eines A-Modulhomomorphis-
mus ¢: M — N der spezielle Pushout

M—2 N

[
0 —— coker(y)
in der Kategorie C = A-Mod.
(6) Die in Definition 3.21 betrachtete Menge ist ebenfalls ein Beispiel eines Kolimes und
wurde daher auch schon mit den passenden Symbolen bezeichnet. (Genau genommen

ist es hier nicht der Fall, dass die Objekte der angegebenen Indexkategorie Z eine
Menge bilden. Dieses ist wegen Satz 3.23 aber kein Problem.)

Das zu einem Kolimes duale Konzept ist ein Limes.

Definition 13.4. Sei C eine Kategorie, Z eine Kategorie, deren Objekte eine Menge
bilden, die Inderkategorie genannt wird und D: Z — C ein Funktor, den man ein
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Diagramm nennt. Ein Limes von D ist ein C-Objekt lim;c7 D(¢) zusammen mit C-Mor-
phismen s;: lim;c7 D(i) — D(i) sodass fiir jeden Z-Morphismus «: i — i’ das ungestri-
chelte Diagramm

s /
T > limiez D(’L) D(c)
" 8,1

kommutiert und fiir jedes C-Objekt T zusammen mit C-Morphismen ¢;: T — D(4) mit
der gleichen Eigenschaft ein eindeutiger C-Morphismus ¢: T — lim;ez D(i) exisitiert,
der das gesamte obige Diagramm kommutativ macht.

Bemerkung 13.5. Genau wie in Lemma 12.4 zeigt man, dass ein Limes eindeutig ist (bis auf
eindeutige Isomorphie), sofern er exisitiert. Deshalb kann man bedenkenlos von ,,dem* Limes
eines Diagramms reden. Es wird, etwas ungenau, der Limes eines Diagramms D manchmal
nur mit dem Objekt lim;ez D(7) identifiziert.

Beispiel 13.6.

(1) Ist D: Z — C das ,leere Diagramm*, so ist der Limes von D genau ein terminales
Objekt in der Kategorie C, also ein Objekt L, sodass es fiir jedes andere C-Objekt T
ein eindeutigen C-Morphismus 7" — L gibt. Ein Beispiel hierfiir ist die einpunktige
Menge {*} fiir C = Set oder fiir C = Top, die abelsche Gruppe {0} fiir C = Ab und
der Nullring (0) fiir C = Ring.

(2) Ist Z eine diskrete Kategorie, so ist der Limes eines Diagramms D:Z — C genau
das Produkt J],.; D(i). Ein Beispiel hierfiir ist das cartesische Produkt ], . D(i)
fiir C = Set oder fiir C = Top, die abelsche Gruppe [[,;.; D(i) fiir C = Ab und der
Ring [[;c7 D(i) fiir C = Ring.

(3) Ist Z eine kofiltrierte Kategorie, also eine Kategorie, sodass Z° eine filtrierte Kate-
gorie ist,

v
k/ L —
~_,

so heifft der Limes {iber ein Diagramm D:Z — C ein kofiltrierter Limes. Bei ko-
filtrierten Limiten kann man ,die letzten Eintrige im Diagramm igonrieren“ oder
genauer: Ist J C T eine (beliebige) Unterkategorie einer kofiltrierten Kategorie Z
und gibt es fiir jedes i € Z einen Morphismus j — ¢ mit j € J, so ist auch J eine
kofiltrierte Kategorie und es gilt lim;ez D(7) = lim;e s D(j). Hat also insbesondere
T ein ,erstes“ Objekt k, so ist lim;er D (i) = D(k).

(4) Ist D: Z — C ein beliebiges Diagramm fiir C = Set, so ist der Limes gegeben durch
die Teilmenge

{a € HD(@) | D(a)(ai) = a; fiir alle i — ¢’ in I}
ieT
des kartesischen Produkts, also durch ,mit dem Diagramm kompatible“ Elemente
des Produkts. Ist C = Top, C = Ab oder C = Ring, so hat diese Menge eine
natiirliche Struktur eines C-Objekts und definiert den Limes in C.

(5) Ist Z die durch b — a + ¢ gegebene Kategorie (mit den Identitéiten), so heifit ein
Limes eines Diagramms D: Z — C auch ein Pullback oder ein Faserprodukt und
wird oft mit dem Symbol ,,1“ in dem kommutativen Diagramm

lim;ez D(i) —<— D(c)

« L b

D) —L 5 D(a)

— 78 —



gekennzeichnet. Solche Pullbacks haben wir in Kapitel 12 in der Kategorie C = Sch
der Schemata untersucht und auch in Bemerkung 5.12 betrachtet. Fiir C = Set,
C = Top, C = Ab oder C = Ring ist der Pullback gegeben durch die offensichtliche
jeweilige Zusatzstruktur auf der Menge

BxaC={(bc) e BxC|Bb) =)}

Fiir einen beliebigen Ring A verallgemeinert sich diese Situation auf die Kategorien
C = A-Alg der A-Algebren und C = A-Mod der A-Moduln. Insbesondere ist der
Kern ker(p) eines A-Modulhomomorphismus ¢: M — N der spezielle Pullback

ker(p) —— M

Lok

0 — N

in der Kategorie C = A-Mod.
(7) Ein Equalizer-Diagramm, wie wir in Definition 7.8 betrachtet haben, ist ein Beispiel
fiir einen speziellen Limes.

Bemerkung 13.7. Leider gibt es in der Literatur verschiedene und teilweise verwirrende
Bezeichnungen fiir Limiten und Kolimiten, manchmal auch nur in speziellen Situationen:

Kolimes Limes
induktiver Limes projektiver Limes
direkter Limes inverser Limes
(,,Quotienten von Koprodukten*) (,Unterstrukturen von Produkten*)

Bemerkung 13.8. Ist D: T — C ein Diagramm und X € C ein Objekt, so ist die Komposition

D Home (X,—)

z C

ein Diagramm und es gibt eine in X natiirliche Bijektion

Home (X, lngIl D(i)) = llenzl Home (X, D(i))

Set

sofern der Limes lim;c7 D(7) existiert. Grob gesprochen kann man einen Limes , hinten aus
einem Hom als Limes herausziehen®. Analog kann man einen Kolimes, falls dieser exisitiert,
,vorne aus einem Hom als Limes herausziehen“. Es gibt also eine in einem Objekt YV € C
natiirliche Bijektion

. . ~ limH . .
Homc(c?élzm D(i),Y) llemz ome(D(4),Y)

Dieses kann man jeweils leicht direkt mit den Definitionen 13.1 und 13.4 eines Kolimes und

Limes zeigen.

Lemma 13.9 (Yoneda Lemma). Betrachte fiir eine Kategorie C den Funktor

y: C — Fun(C°,Set)
X +— Home(—,X).

Dann ist die in X € C natiirliche Abbildung
Hompqn(cor,set) (y(X), F) = F(X)
n = n(X)3dx)
eine Bijektion. Insbesondere ist y voll und treu und heifst Yoneda Einbettung.

Beweis. Zuniichst ist klar, dass mit F':= y(Y") der zweite Teil aus dem ersten folgt, da
Hompun(cor set) (4(X), y(Y)) = y(Y)(X) = Home (X, Y).
Fiir den ersten Teil rechnet man leicht nach, dass
F(X) — Hompyun(cer,set)(y(X), F)
S = M
mit

ns(U): y(X)(U) — F(U)



eine Umkehrabbildung zu der gegebenen Abbildung ist. (Es ist noch die Natiirlichkeit von
7s zu iiberpriifen, was verwirrend aber einfach ist.) O

Lemma 13.10. Ist

F:CsSD:G
eine Adjunktion, so bewahrt der Linksadjungierte F' Kolimiten und der Rechtsadjungier-
te G Limiten. Ist genauer D: T — C ein Diagramm, fir das der Kolimes existiert, so
gilt

F(colim D(i)) = colim F(D(7))

und die analoge Aussage fiir Limiten.

Beweis. Wir zeigen nur die Aussage fiir Limiten. Die duale Aussage fiir Kolimiten erhélt
man auf analoge Weise. Es gilt mit der vorherigen Bemerkung 13.8 fiir ein Objekt X € C,
dass

Home (X, G(lim;ez D(7))) = Homp(F(X),lim;cz D(2))
> lim;ez Homp (F(X), D(7))
> lim;ez Home (X, G(D(4)))
~ Home (X, lim;ez G(D(3)))
und die Aussage folgt mit der Yoneda Einbettung aus Lemma 13.9. ]

Bemerkung 13.11. Ist D: T x J — C ein Diagramm, so gilt
colim cohmD 1 = colim colim D(3, j
i€l je (&) JET i€ (4 )
und die analoge Aussage fiir lelten. Man sagt hierzu, dass Kolimiten mit Kolimiten , kom-
mutieren®, falls sie existieren.

Es ist nicht im Allgemeinen richtig, dass Kolimiten mit Limiten kommutieren. Es gibt
jedoch Ausnahmen: Filtrierte Kolimiten sind durch den folgenden Satz von besonderer Wich-
tigkeit.

Satz 13.12. Filtrierte Kolimiten kommutieren mit endlichen Limiten in Set. Ist ge-

naver D: T x J — Set ein Diagramm sodass L eine filtrierte und J eine endliche

Kategorie ist, so gibt es eine kanonische Bijektion

colim lim D = lim colim D(z, 7).
G PeD) = e DEI)
Bemerkung 13.13. Hier sind ein paar Fakten iiber die Existenz von Kolimiten und Limiten
in den von uns betrachteten Kategorien, die wir nicht beweisen werden:
(1) Die Kategorien Set, Top, Ab, Ring, RS und LRS haben alle Kolimiten und Li-
miten und es gibt Adjunktionen

diskret : Set <  Top  : vergiss (Hat auch einen Rechtsadjungierten)
Z|-]: Set S Ab  :vergiss
Ab S Ring : vergiss
. Aff =~ Ring” :Spec (Korollar 10.23)
incl: LRS S RS (incl bewahrt keine Limiten)
[-]: RS & Top :(—,acZ) (|-|bewahrt Limiten)

(2) Die Kategorie Sch der Schemata hat nach Satz 12.9 Pullbacks, aber nicht alle Limi-
ten und nicht alle Kolimiten. Es existieren Pushouts

U, (L U,

]

U, — X
von offenen Immersionen S und « nach Satz 11.14. Die Inklusion Sch — LRS
bewahrt nicht im Allgemeinen Kolimiten, aber endliche Limiten. Es gibt eine Ad-
junktion

I': Sch = Ring® : Spec

aber Spec bewahrt nicht im Allgemeinen Pushouts in Ring®” (also Pullbacks in
Ring).
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(3) Es ist eine interessante und nicht-triviale Frage, wann ein Pullback

BXAC%C

| L

B— A
von Ringen einen Pushout
Spec(A) —— Spec(B)

(13.14) l r l
Spec(C) —— Spec(B x4 C)

in der Kategorie Sch der Schemata induziert. Dieses ist tatséchlich der Fall, wenn die
Ringabbildung B — A surjektiv ist (und damit auch die Ringabbildung Bx 4C — C
surjektiv ist) und in diesem Fall ist (13.14) auch ein Pushout in LRS.

Beispiel 13.15.

(1) Fiir einen Ring R ist

Rlz,y]/(vy) —— R[y]

]

Rlz] ———
mit den kanonischen Projektionen ein Pullback von Ringen, sodass R[x] — R sur-
jektiv ist. Also ist das zugehorige Diagramm (13.14) ein Pushout von Schemata und
nach Anwenden von |- | auch ein Pushout topologischer Rdume. (Das folgende Bild
illustriert eher die R-wertigen Punkte, also Homgen (Spec(R), Spec(R[z, y]/(xy))) als
den topologischen Raum Spec(R[z,y]/(zy)).)

(2) Esist fiir R:=R (es ist nur wichtig, dass 2 invertierbar ist)

Rlz,y]/(y* — 2* — 2°) —— RI[t]

x—0
y»—)Ol . J{t»—>(1,—1)

R— 2%  ,RxR

wobei A die Diagonale a — (a, a) bezeichnet und die obere horizontale Abbildung
durch x + t> — 1 und y ~ t(t> — 1) gegeben ist, ein Pullback von Ringen sodass
R[t] - R x R surjektiv ist. Also ist das zugehorige Diagramm (13.14) ein Pushout
von Schemata und nach Anwenden von |- | auch ein Pushout topologischer Riume.
(Wie in (1) beschreibt das folgende Bildchen eher die R-wertigen Punkte.)
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(3) Esist fiir R := R (oder einen allgemeinen Ring)
Rlz,y)/(y* - 2°) — R[]

poe] L
R ———— R[]/(t?)

ein Pullback von Ringen sodass R[t] — R x R[t]/(t?) surjektiv ist. Also ist das
zugehorige Diagramm (13.14) ein Pushout von Schemata und nach Anwenden von
|- | auch ein Pushout topologischer Ridume. (Wie in (1) beschreibt das folgende
Bildchen eher die R-wertigen Punkte.)
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14. Modulgarben

Genau, wie Schemata grob gesprochen eine Art ,,Globalisierung® von Ringen sind, m6ch-
ten wir auch Moduln iiber einem Ring zusammenkleben und geometrisch verstehen.

Bemerkung 14.1. Sei X ein topologischer Raum. Sind F,G € PShS(X) zwei Pragarben, so
definiert die Zuordnung

FxG: Ouv(X)?r — S
U — F(U)xGU)

mit dem Produkt der Einschrinkungsabbildungen eine Prigarbe F x G € PSh® (X) die eine
Garbe ist, falls F und G Garben sind (siehe dafiir zum Beispiel Bemerkung 13.11 mit dem
Hinweis, das ein Equalizer-Diagramm ein spezieller Limes ist).

Definition 14.2. Sei (X, Ox) ein geringter Raum. Ein Ox-Modul ist eine Garbe von
abelschen Gruppen F € ShAb(X ) zusammen mit einem Garbenmorphismus

Oxx]:—>]:

von Mengen, der Skalarmultiplikation genannt wird, sodass fiir jede offene Menge U C X
die Abbildung

Ox(U) x F(U) = F(U)
der abelschen Gruppe F(U) die Struktur eines Ox (U)-Moduls gibt.

Eine Garbenabbildung f: F — G zwischen Ox-Moduln heifit ein Homomorphismus
von Ox-Moduln (oder Ox-linear), falls fiir jede offene Menge U C X die Abbildung
fU): F(U) = G(U) ein Ox (U)-Modulhomomorphismus ist.

Es bezeichne Ox-Mod die Kategorie der O x-Moduln.

Ein Ox -Untermodul eines Ox-Moduls F ist ein Ox-Modul G zusammen mit einem
Homomorphismus G — F von Ox-Moduln, der schnittwiese injektiv ist. Wir schreiben
in diesem Fall G — F

Ein Ox-Untermodul des Ox-Moduls Ox heiflt eine Idealgarbe.

Eine Ox-Algebra ist eine Garbe von Ringen F € Sh™™8(X) zusammen mit einem
Morphismus Ox — F von Ringgarben.

Ein Ox-Algebrenhomomorphismus f: F — G ist ein Morphismus von Ringgarben,

sodass das Dreieck
Ox
F—F Jg
kommutiert.
Es bezeichne Ox-Alg die Kategorie der Ox-Algebren.

Beispiel 14.3.

(1) Sei X ein topologischer Raum, acZ die konstante Garbe von Ringen auf X aus
Definition 7.22. Betrachte den geringten Raum (X, acZ). Dann ist ein acZ-Modul F
genau eine Garbe von abelschen Gruppen auf X. Genauer gibt es eine Aquivalenz
acZ-Mod 2 Sh*P (X)) von Kategorien.

(2) Betrachtet man den gleichen geringten Raum (X, acZ) wie in Teil (1), so ist eine
acZ-Algebra genau eine Garbe von Ringen auf X. Genauer gibt es eine Aquivalenz
acZ-Alg = Sh®™™8( X)) von Kategorien.

(3) Ist A ein Ring und X = * ein einpunktiger topologischer Raum mit Ringgarbe Ox
gegeben durch Ox(X) := A, so entspricht ein Ox-Modul genau einem A-Modul.
Genauer gibt es eine Aquivalenz von Kategorien Ox-Mod = A-Mod und ebenso
Ox-Alg =2 A-Alg.

(4) Tst (f,f"): (X,0x) — (Y,0Oy) eine Abbildung geringter Riume, so ist die zu-
gehorige Abbildung f#: Oy — f.Ox von Garben auf Y eine Oy-Algebra.

Im Folgenden listen wir einige Eigenschaften von und Konstruktionen in der Kategorie
der Ox-Moduln auf. Sei hierfiir stets (X, Ox) ein geringter Raum und F ein Ox-Modul.
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— (Halme) Ist z € X ein Punkt, so ist analog zu Definition 7.13 die Zuordnung
(—)11 Ox-MOd — OX,I-MOd

F — colim  F(U)
zeU€0uv(X)or
f = fa

ein Funktor und heifit der Halm von F an x.
— (Quotienten) Ist G < F ein Ox-Untermodul, so ist die Prigarbe

U= F(U)/GU)

nicht unbedingt eine Garbe. Thre Garbifizierung ist ein Ox-Modul F/G und heifit der
Quotient von F nach G. Da die Garbifizierung die Halme nicht &ndert, gilt fiir einen
Punkt z € X, dass (F/G)y = Fz/Gs-

— (Kerne) Ist f: F — G ein Homomorphismus von Ox-Moduln, so ist die Prigarbe

U ker(f(U): F(U) = G(U))

eine Garbe und ein Ox-Untermodul von F. Sei heifit der Kern von f und wird mit
ker(f) bezeichnet. Da in der Kategorie von abelschen Gruppen filtrierte Kolimiten mit
Faserprodukten kommutieren, gilt fiir einen Punkt « € X, dass ker(f), = ker(f,.). Da f
schnittweise injektiv ist genau dann, wenn f halmweise injektiv ist, ist dieses auBerdem
dquivalent zu ker(f) = 0.

— (Bilder) Ist f: F — G ein Homomorphismus von Ox-Moduln, so ist die Prégarbe

U—im(f(U): F{U) = G(U))

nicht unbedingt eine Garbe. Ihre Garbifizierung ist ein Ox-Untermodul im(f) < G und
heifit das Bild von f. Es gilt fiir einen Punkt x € X, dass im(f), = im(f;). Durch die
Kompatibilitéit von Quotienten, Kernen und Bildern mit Halmen und der entsprechenden
Aussage fiir abelsche Gruppen, gibt es einen O x-Modulisomorphismus

F/ker(f) = im(f).
— (Exakte Sequenzen) Eine Sequenz
L EL e

von Homomorphismen von Ox-Moduln heifit exakt, falls im(f’) = ker(f). Nach den vor-
herigen Bemerkungen ist dieses dquivalent dazu, dass fiir alle x € X die Sequenz

7Ly Lo

von Homomorphismen von Ox ,-Moduln exakt ist. Ist 0 — F Iy F Ly F7 eine exakte
Sequenz von Ox-Moduln und U C X eine offene Menge, so ist die Sequenz

0— F(U)— FU)— F"U)

exakt.
— (Direkte Summen und Produkte) Ist (F;);cz eine beliebige Familie von Ox-Moduln,
so ist die Prigarbe
U [[F@©)
i€z
eine Garbe und mit komponentenweiser Struktur ein Ox-Modul, der mit [], ; bezeichnet
wird. Fiir einen Punkt € X ist der kanonische induzierte Ox ;-Modulhomomorphismus
(TL; Fi)z = I1;(Fi)« nicht unbedingt ein Isomorphismus. Die Prigarbe

U PF)
=
ist nicht unbedingt eine Garbe und dessen Garbifizierung ist (mit komponentenweiser
Struktur) ein Ox-Modul, der mit €, F; bezeichnet wird. Fiir einen Punkt z € X ist
(D, Fi)e = D,;(Fi)e ein Ox z-Modulisomorphismus. Die kanonische injektive Ox-Mo-
dulabbildung @, F; — [[, Fi ist ein Isomorphismus, falls 7 eine endliche Indexmenge
ist.
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— (Erzeugung von Untermoduln) Sei (F;);ecz eine beliebige Familie von Ox-Untermo-
duln F; < F. Man definiert den O x-Untermodul

> Fi=im(@, Fi = F) = F.
ieT
Dieses ist die Garbifizierung der durch U — . F;(U) gegebenen Priagarbe. Da Bilder

und direkte Summen kompatibel sind mit Halmen, gibt es fiir ein € X einen Ox ,-Mo-
dulhomomorphismus (3}, Fi)z = >, (Fi)z. AuBerdem definiert man

K2

() Fi == ker(F — [[,(F/F) — F
ieT
und diese Garbe ist genau die durch U +— (", F;(U) gegebene Prigarbe. Fiir x € X ist
der kanonische Ox ,-Modulhomomorphismus (();,cz i)z — [);ez(Fi)z nicht unbedingt
ein Isomorphismus. Dieses ist aber der Fall, wenn Z eine endliche Indexmenge ist.
— (Tensorprodukte) Sind F und G zwei Ox-Moduln, so ist die Prigarbe

U+ ]:(U) Rox(U) g(U)

mit dem Tensorprodukt der Einschrankungsabbildungen als Einschrinkungsabbildungen
nicht unbedingt eine Garbe. Thre Garbifizierung ist ein Ox-Modul (mit offensichtlicher
Struktur) F ®o, G und heiit das Tensorprodukt von F und G. Es gilt fiir einen Punkt
r € X, dass (F ®oy G)z = Fz ®0x., Gz, da Tensorprodukte von abelschen Gruppen mit
filtrierten Kolimiten vertraglich sind.

Ist T C Ox eine Idealgarbe, so definiert man den O x-Untermodul

IF =im(Z ®o, F = F) — F,

beziiglich der Multiplikationsabbildung und fiir € X gilt (ZF), & I, F,.

— (Interner Hom) Sind F und G zwei O x-Moduln, so kann man zwei O x-Modulhomomor-
phismen f, f': F — G schnittweise ,,im Ziel“ addieren und mit einem Element A € Ox (X)
durch (A\f)(U) := Ay f(U) skalarmultiplizieren. Die Menge der Ox-Modulhomomorph-
ismen zwischen F und G wird also zu einem Ox (X)-Modul

HOInOX (]‘—, g)
Die Zuordnung
U — Homo,, (Flu,Gv)

definiert mit Lemma 8.13 eine Garbe, also einen Ox-Modul Hom, (F,G). Fiir einen
Punkt x € X ist der kanonische Ox ;-Modulhomomorphismus

HomOX (.F,g)m — HOmOX,m(]:a:»gx)

nicht unbedingt ein Isomorphismus. Dieses ist aber der Fall mit Endlichkeitsbedingungen
an F, wie wir spéter sehen werden. Es ist die Kategorie O x-Mod mit dem Tensorprodukt,
der Einheit Ox und dem internen Hom Hom,, . éine sonegannte abgeschlossen monoidale
Kategorie, es gibt also einen in Ox-Moduln F, G und ‘H natiirlichen Isomorphismus

Hom,, (F ®oy G,H) — Homy (F,Home (G, H)).

— (Erzeugung durch globale Schnitte) Fiir einen Ox-Modul F gibt es einen natiirlichen
Isomorphismus
Homoe, (Ox, F) N F(X)
fo= fXQ)
von F(X)-Moduln, wobei die Umkehrabbildung ein Element a € F(X) schickt auf die
Ox-Modulabbildung f: Ox — F, die durch f(U): Ox(U) — F(U) mit 1 + a|y gegeben
ist. Fiir eine beliebige Menge Z haben wir folglich auch einen natiirlichen Isomorphismus

Homo, (B7 Ox,F) = [[; Homo, (Ox,F) = [[; F(X)

von F(X)-Moduln und wir sagen, dass eine Familie (a;);ez von Schnitten a; € F(X) den
Ox-Modul F erzeugt, wenn die korrespondierende Abbildung @, Ox — F schnittweise
surjektiv ist. Dieses ist der Fall genau dann, wenn fiir alle z € X der Ox ,-Modul F,
durch die Familie (a; 5 )iez erzeugt wird.
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Nun mochten wir das direkte und das inverse Bild anstatt fiir eine stetige Abbildung
f: X — Y und Garben fiir eine Abbildung f: (X,0x) — (Y,Oy) von geringten Rdumen
und Ox-Moduln definieren. Es sei also (f, f!) mit f: X — Y und f*: Oy — f.Ox eine
Abbildung geringter Ridume. Zunéchst mochten wir das direkte Bild
(14.4) f*: Ox-MOd — Oy-MOd
definieren. Sind F und F’ zwei Garben auf X und V C Y eine offene Menge, so gilt
FFx FYV) = (Fx F)HV) = F(FHV) x F(FHV) = F(F)V) x f(F)V)

und daher gilt f.(F xF') = f.F X fo. F'. Da f. ein Funktor ist, trigt fiir einen O x-Modul F
die Garbe f,(F) eine f.(Ox)-Modulstruktur. Durch Komposition mit f* trigt f.(F) auch
eine Oy-Modulstruktur. Diese Konstruktion definiert den Funktor (14.4).

Bemerkung 14.5. Fiir zwei Ox-Moduln F und F’ und eine offene Menge V' C Y ist die
kanonische Abbildung
FUTHWV) x F(FHV)) = (Foox FHFHV))
Ox(f~V)) = f.(Ox)(V)-bilinear und durch Komposition mit f* auch Oy (V)-bilinear.
Daher liefert die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts eine Abbildung
f(F) ®oy fo(F) = fo(F @0y F)

von Oy-Moduln, die aber unbedingt weder injektiv noch surjektiv ist.

Nun mochten wir das inverse Bild
(146) f*t Oy-MOd — Ox-MOd

definieren. Sind G und G’ zwei Garben auf Y, so gilt f~(G x G') = f~(G) x f~(G’) fir
Pragarben aber auch fiir Garben, da die Garbifizierung mit endlichen Produkten vertréglich
ist. Genau wie beim direkten Bild, trégt fiir einen Oy-Modul G die Garbe f~(G) also eine
f~(Oy)-Modulstruktur. Nun definiert aber die mit Satz 8.9 zu f* adjungierte Abbildung
7 (Oy) = Ox auf Ox die Struktur einer f~(Oy )-Algebra. Wir setzen das inverse Bild von
G als den Ox-Modul

[7(G) = fG®s-0, Ox.
Diese Konstruktion definiert den Funktor (14.6).
Beispiel 14.7. Ist f: (X,0x) — (Y,0Oy) eine Abbildung geringter Riume, so gilt, dass
f*(Oy) ~ Ox.

Beispiel 14.8. Ist f: V < Y eine offene Immersion, so gilt analog zu Beispiel 8.8.(3) fir
einen Oy-Modul G, dass gilt f*(G) = Gy die Einschrinkung ist.

Bemerkung 14.9. Fiir zwei Oy-Moduln G und G’ und eine offene Menge U C X ist die
kanonische Abbildung

@) x f7(G)NU) = f7(G xG)NU) = f7(G ®oy G)(U)
f~(Oy)(U)-bilinear und induziert daher eine f~(Oy)-Modulabbildung

f_(g) ®f_((’)y) f_(g/) — f_(g X0y g,)v
die ein Isomorphismus ist. Dieses kann man auf Halmen testen, wobei man die Vertraglichkeit

dieser mit Tensorprodukten und Satz 8.9 benutzt. Damit bekommt man einen natiirlichen
Isomorphismus von O x-Moduln

f(G) ®ox f*(G) (f7G®s-0, Ox) ®ox (TG ®@f-0, Ox)
(f7G @50y [7G) ®f-0, Ox
(f~(G®oy G)) ®p-0, Ox

(G ®o, G).

Satz 14.10. Sei f: (X,0x) — (Y,0y), F € Ox-Mod und G € Oy-Mod. Dann gibt
es einen nattirlichen Isomorphismus

Homo, (f°G,F) —> Homo, (¢, f.F)

1111111
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von Oy (Y)-Moduln (wobei der Ox (X)-Modul auf der linken Seite durch die Abbildung
FHY): Oy (Y) = Ox(X) als Oy (Y)-Modul betrachtet wird), also eine Adjunktion

(Inverses Bild) f*: Oy-Mod = Ox-Mod : f, (Direktes Bild).

Ist auflerdem g: (Y,Oy) — (Z,0z) eine weitere Abbildung von geringten Rdumen, so
sind das inverse und das direkte Bild vertrdglich mit der Komposition, es gilt also

(gf) = fg" und (9f)« = gufs
und fir v € X, dass (f*G)z = Gy(2) @0y ;) OX .-

Ist auflerdem f: X — Y eine offene Immersion, so ist die Koeinheit f* f, — id der
obigen Adjuktion ein Isomorphismus.

Beweis. Es ist eine leichte Ubung zu zeigen, dass es einen natiirlichen Isomorphismus
Homo, (f*G,F) = Hom;-o, (f~G,F) = Homo, (G, f..F)

gibt, wobei fiir den zweiten Isomorphismus Satz 8.9 benutzt wird.
Analog zu Satz 8.9 gilt fiir einen Oz-Modul H, dass

(9f)*(H) (9f) " H -0, Ox
(ffgH®g-0, [TO0y)®s-0, Ox
[ H®g-0, Oy) ®i-0, Ox
[ (gH®g-0, Oy)
(f*g")(H)
und die Aussage iiber das direkte Bild folgt direkt mit Satz 8.9. Fiir einen Punkt z € X gilt
(f*G)z = Gf(a) ®Oy 4oy Ox .z mit (f7G)z = Gy(y) aus Satz 8.9 und der Vertriglichkeit des
Tensorprodukts und der Garbifizierung mit Halmen.

Fiir die letzte Behauptung iiber die Koeinheit sei F € Ox-Mod und betrachte f: X — Y.
Dann gibt es mit Satz 8.9 eine natiirliche Abbildung

(1411) [ fu(F) = [TLH(F) ®p-0, Ox = F®p-0, Ox — FRox Ox = F

wobei f~Oy — Ox die zu ft: Oy — f,Ox adjungierte Abbildung ist und von der wir
zeigen mochten, dass sie ein Isomorphismus ist. Dieses kann man auf Halmen an z € X
testen. Ist aber f eine offene Immersion, so ist f~ nach Beispiel 8.8.(3) die Einschrinkung
Oy |x = Ox, die sicherlich die gleichen Halme hat. (Dafiir, dass (14.11) ein Isomorpismus ist
geniigt, dass f~ 0y — Ox surjektiv ist, wofiir es in diesem Fall geniigt, dass f¥ surjektiv ist.
Dieses wird im néchsten Kapitel 15 zum Begriff der ,,abgeschlossene Immersion® fithren.) O

1R 1R 1R 1R

Wir méchten nun eine analoge Version der in Korollar 10.23 betrachteten Aquivalenz
T': Aff 2 Ring : Spec

fiir Moduln {iiber einem Ring bekommen und werden, véllig analog zur Konstruktion der
Strukturgarbe, einen volltreuen Funktor

“: A-Mod < OSpec(A)'MOd

konstruieren, der allerdings iiberraschenderweise keine Aquivalenz von Kategorien definiert.
Um tatsiichlich eine Aquivalenz von Kategorien zu bekommen, muss man sich auf der rech-
ten Seite auf die sogenannten ,quasikohérenten” Ogpec(a)-Moduln einschrinken, die wir
definieren werden.

Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Genau wie in Lemma 9.3 setzen wir X := Spec(A)
und betrachten fiir eine offene Menge U C X die multiplikative Teilmenge

Su=A\{J»
peU

von A. Dann ist die Zuordnung

Mre: Ouv(X)® —  Ab
U = SptM

eine Priigarbe und mit der offensichtlichen Abbildung ist MP™(U) ein O%(U)-Modul.
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Definition 14.12. Die Garbifizierung M von MPT ist ein Ox-Modul und heifit der zu
M gehdrige Ox-Modul oder der zu M assoziierte Ox-Modul.

Beispiel 14.13. Ist X = Spec(A) ein affines Schema, so gibt es offenbar eine Isomorphie
Ox = A von Ox-Moduln.

Genau wie in Lemma 9.5 zeigt man fiir ein p € X, dass
(14.14) MP™ = M, = M,
und genau wie in Lemma 9.6, dass fiir s € A kompatibel mit den Lokalisierungs und Ein-
schrankungsabbildungen
(14.15) M[1] = MPe(D(s))

gilt. Der Beweis von Satz 9.10 lédsst sich ebenfalls wortlich {ibertragen und die Einschridnkung

¢« (MPT°) ist eine B-Garbe. Hierraus folgt insbesondere, genau wie in Korollar 9.11, dass
ML) = M(D(s)) und folglich M (Spec(A)) = M, wie in Korollar 9.12.

S

Satz 14.16. Sei A ein Ring mit zugehorigem affinen Schema X = Spec(A), M ein
A-Modul und F ein beliebiger Ox-Modul. Dann gibt es eine natiirliche Bijektion

¢: Homo, (M,F) — Homa(M,F(X))
f = f(X)
oder mit anderen Worten eine Adjunktion
“: A-Mod 2 Ox-Mod : T’
wobei I'(F) := F(X) den Funktor der globalen Schnitte bezeichne. Auferdem ist die

Einheit id — T+ der obigen Adjunktion ein Isomorphismus und damit A-Mod eine
koreflexive Unterkategorie von Ox-Mod (siehe Bemerkung 7.21).

Beweis. Es ist klar, dass ¢ eine natiirliche Abbildung zwischen den angegebenen Abbil-
dungsmengen ist. Um die Bijektivitdt zu zeigen, méchten wir eine Umkehrabbildung dazu
konstruieren. Sei also g: M — F(X) eine Abbildung von A-Moduln. Wir méchten einen
Morphismus f: M — F von Ox-Moduln definieren. Nach Satz 9.15 geniigt es, dies auf den
basisoffenen Mengen D(s) fiir s € A kompatibel mit den Einschrinkungen zu tun. Betrachte
das Diagramm

M —2— F(X)
(14.17) zbi l(—)‘ms)
M) -~ > F(D(s))

welches wir auf die angedeutete Weise vervollstandigen mdchten. Es ist nun aber F(D(s)) ein
Spec(A)(D(s)) = A[1]-Modul. Daher ist die skalare Multiplikation s-: F(D(s)) — F(D(s))
bijektiv und nach der universellen Eigenschaft der Lokalisierung von Moduln, existiert ein
eindeutiger A-Modulhomomorphismus, wie angedeutet.

Durch Einsetzen von D(1) = X sehen wir zunéchst, dass die Zuordnung g — f — f(X)
die Identitét ist. Es ist aber ebenfalls klar, dass f — f(X) = ¢g — f die Identitét ist, da in
dem obigen Diagramm keine Wahl fiir den induzierten Morphismus mdoglich ist.

Es gilt M = T'M nach (14.15) mit D(1) = X auf eine natiirliche Weise, womit die
Behauptung iiber die Einheit der Adjunktion folgt. O

Bevor wir das Bild des Funktors * identifizieren, miissen wir noch etwas iiber dessen
Kompatibilitit mit den tiblichen Konstruktionen fiir Moduln sagen.

Lemma 14.18. Sei A ein Ring und X := Spec(A). Dann gelten die folgenden Aussa-
gen.

(1) Eine Sequenz
M — M — M"

von A-Moduln ist exakt genau dann, wenn die Sequenz
M — M — M"
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von Ox -Moduln exakt ist.
(2) Fiir einen A-Modulhomomorphismus f gilt

ker(f) 2 ker(f) wund im(f) = im(f).
(8) Fiir eine Familie (M;);cz von A-Moduln gilt

@iMi =~ P ;.

Beweis. Fiir (1) beachtet man, dass die Sequenz M’ — M — M” von Ox-Moduln per
Definition exakt ist genau dann, wenn sie halmweise exakt ist. Nach (14.14) ist dieses also
der Fall genau dann, wenn fiir jedes Primideal p € Spec(A) die Sequenz My — M, — M/
von Ap-Moduln exakt ist. Aus der Kommutativen Algebra (siche Anhang A) ist bekannt,
dass dieses der Fall ist genau dann, wenn die Sequenz M’ — M — M" von A-Moduln exakt
ist.

Aus (1) folgt unmittelbar (2).

Fiir die dritte Aussage betrachtet man den Funktor * angewandt auf jede der Inklusionen
M; — €, M;. Die universelle Eigenschaft der direkten Summe liefert eine Ox-Modulab-
bildung &, M; — Géle welche ein Isomorphismus ist, da sie halmweise ein Isomorphismus
ist, weil Halme und Lokalisierungen mit direkten Summen vertréiglich sind. ]

Um die folgende Definition zu motivieren, beobachtet man, dass es fiir einen A-Modul M
immer Indexmengen K und £ und eine exakte Sequenz

(14.19) Pa-Palm—o
c K
von A-Moduln gibt (Man wihle fiir den linken Teil eine Surjektion @, A — ker(f)).

Definition 14.20. Sei (X,Ox) ein geringter Raum. Ein Ox-Modul F heiit quasi-
kohdrent, wenn es eine offene Uberdeckung {U; < X} gibt und fiir jede Uberdeckungs-
menge U; Indexmengen K;, und £; und eine exakte Sequenz

Ei K:i
von Ox|y,-Moduln. Es bezeichne QCoh(X) die volle Unterkategorie von Ox-Mod
bestehend aus den quasikohérenten Ox-Moduln.

Bemerkung 14.22. Quasikohérenz ist eine lokale Eigenschaft in der folgenden Weise: Ist F
ein Ox-Modul und {U; — X} eine offene Uberdeckung von X, so ist F quasikohiirent genau
dann, wenn jede Einschréinkung |y, quasikohérent ist. Dabei ist klar, dass aus der Quasi-
kohérenz von allen F|y; die Quasikohéirenz von F folgt. Fiir die andere Richtung benutzt
man, dass die Einschrinkungen (—)|y, als inverse Bilder (siehe Beispiel 14.8) und damit als
Linksadjungierte nach Satz 14.10 mit direkten Summen kommutieren und rechtsexakt sind
(siehe Lemma 13.10).

Beispiel 14.23.

(1) Mit (14.19) und Lemma 14.18 gilt fiir X := Spec(A), dass der Ox-Modul M fiir
einen A-Modul M quasikohérent ist.

(2) Fiir ein Beispiel eines nicht quasikohérenten Moduls betrachte X = [[ Spec(Z) und
die durch die universelle Eigenschaft definierte Abbildung f: X — Spec(Z), die die
Identitét auf jedem Sumanden ist. Wir behaupten, dass der Ogpec(z)-Modul f.(Ox)
nicht quasikohérent ist. Wére dieses der Fall, so gébe es nach Korollar 14.25 unten
einen Z-Modul M mit M = f.(Ox). Wegen f.(Ox)(Spec(Z)) = Ox(X) = [[y2Z
hitte dieser Z-Modul die Form M = [ Z.

Die Abbildung f korrespondiert mit Satz 10.20 zu der Abbildung Z — [[\Z
induziert durch die universelle Eigenschaft des Produkts. Wir betrachten die offene
Menge D(s) < Spec(Z) und beobachten f~*(D(s)) = [[y D(s) = D(s). Setze zur
Abkiirzung U := [ D(s). Nun gilt

[1x ZI§) = Oxp(U) 2 Ox (f1(D(s))) = f:(Ox)(D(s)) = M(D(s)) = ([Iy 2) [5],

— &89 —



aber Lokalisierung vertauscht nicht mit unendlichen Produkten. Dieses ist ein Wi-
derspruch und somit f,(Ox) nicht quasikohirent.

Satz 14.24. Sei X ein Schema und F ein Ox-Modul. Dann sind die folgenden Bedin-
gungen dquivalent.
(1) Fiir jedes offene affine U := Spec(A) — X gibt es einen A-Modul M mit
Fio = M.
(2) Es gibt eine offene affine Uberdeckung {Spec(A;) < X} und fiir jeden Index i
einen A;-Modul M; mit Fy, = M;.
(3) F ist quasikohdrent.
(4) Fiir jedes offene affine Spec(A) — X und jedes s € A ist die kanonische Abbil-
dung
F(Spec(A)[5] — F(D(s))
ein Isomorphismus.

Beweis. Es ist klar, dass (2) aus (1) folgt. Ebenso folgt sofort (3) aus (2) mit (14.19). Um
zu zeigen, dass (1) aus (4) folgt, konnen wir uns zunéchst auf den affinen Fall X = Spec(A)
beschriinken. Wir setzen nun M := F(X). Nach Satz 14.16 gibt es eine Abbildung M — F
von Ox-Moduln. Schaut man sich die Konstruktion dieser Abbildung an, genauer Dia-
gramm (14.17), so sehen wir, dass diese auf basisoffenen Mengen nach Bedingung (4) ein
Isomorphismus ist, was M = F zeigt.

Nun zeigen wir, dass die Bedingung (3) die Bedingung (4) impliziert. Wir kénnen uns wie-
der auf den affinen Fall X = Spec(A) beschriinken, da Quasikohérenz nach Bemerkung 14.22
eine lokale Eigenschaft ist. Wir haben gerade gesehen, dass Bedingung (4) gilt, falls F = M
fiir einen A-Modul M. Nun méchten wir den allgemeinen Fall darauf zuriickfithren. Da das af-
fine Schema X nach Satz 4.12 quasikompakt ist, gibt es endlich viele Elemente s, ..., s, € A
mit X = U, D(s;) und sodass fiir Indexmengen C; und £; die Sequenz

®., Al5;] = D, Al5] = Fip) = 0
von Op,,)-Moduln exakt ist, da wir vorausgesetzt haben, dass F quasikohérent ist und diese
Eigenschaft nach Bemerkung 14.22 lokal ist. Nach Satz 14.16 kommt die erste Abbildung in
dieser Sequenz von einer Abbildung fi: P, A[Si] — D, A[Si] von A[S%]—Moduln und mit
Teil (1) von Lemma 14.18 ist F|p(s,) = M;, wobei M; der Kokern von f; ist. Es erfiillt also
F|D(s;) die Bedingung (4). Ebenso zeigt man, dass FD(s:)nD(s;) = FD(s:s;) die Bedingung
(4) erfiillen. Nun bekommt man das kommutative Diagramm

0 —— FXO)[5] — [L; FD6)) ] — iy F(D(sisi))lg]

l | |

0 —— F(D(s)) —— [I; F(D(ssi)) — I, ; F(D(ss:s5))

wobei die obere Zeile die Lokalisierung weg von s der {iblichen exakten Sequenz fiir die Gar-
benbedingung ist. Diese ist wieder exakt, da die vorkommenden Produkte endlich sind und
also mit Lokalisierung vertauschen. Die untere Zeile ist ebenfalls exakt wegen der Garben-
bedingung. Da wir schon beobachtet haben, dass die rechten beiden vertikalen Abbildungen
Isomorphismen sind, ist es auch die linke wegen des Fiinferlemmas. O

Korollar 14.25. Sei A ein Ring mit zugehorigem affinen Schema X = Spec(A). Die
Zuordnung aus Satz 14.16 schrinkt ein zu einer Aquivalenz

7: A-Mod = QCoh(X) : T

von Kategorien.

Lemma 14.26. Sei X ein Schema. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) Kerne und Bilder von Morphismen zwischen quasikohdrenten Moduln sind wie-
der quasikohdrent.
(2) Direkte Summen von quasikohdrenten Moduln sind wieder quasikohdrent.
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(8) Summen und endliche Durchschnitte von quasikohdrenten Untermoduln in ei-
nem quasikohdrenten Modul sind quasikohdrent.

(4) Sind F und G quasikohdrente Ox-Moduln, so ist auch F Q@o, G quasikohdrent
und es gilt fir eine offene affine Teilmenge U = Spec(A) — X, dass

(F ®ox 9)(U) = F(U) @ox ) ().

Beweis. Behauptungen (1),(2) und (3) folgen direkt aus Satz 14.24 und Lemma 14.18. Fiir
die letzte Behauptung (4) zeigen wir zunéchst, dass es fiir ein affines Schema X = Spec(A)
und A-Moduln M und N einen Isomorphismus

M ®p, N=(M®4N)™
von Ox-Moduln gibt. Das linke Tesorprodukt ist definiert als die Garbifizierung der Prégarbe

M(—) ®ox(-) N(—) und auf basisoffenen Mengen gibt es einen funktoriellen und mit Ein-
schrankungen kompatiblen Isomorphismus

M(D(s)) ®ox(p(sy) N(D(s)) = M[{] @ 42) N[3] = (M @4 N)[{].

Dieses zeigt die Zwischenbehauptung. Da F und G quasikohérent sind, sind sie nach dem
vorherigen Satz 14.24 lokal auf U = Spec(A) von der Form M und N. Nach der obigen
Beobachtung ist das Tensorprodukt von M und N auch im Bild von * und insbesondere
quasikohérent. Also ist auch F ®¢, G quasikohérent. Die letzte Behauptung folgt mit der
Garbeneigenschaft und dem Fiinferlemma wie im Beweis von Satz 14.24. |

Genau wie wir in Satz 8.18 Garben auf einem topologischen Raum miteinander verklebt
haben, méchten wir nun auch Ox-Moduln auf einem geringten Raum miteinander verkleben.
Dieses geht tatséchlich vollsténdig analog zu der Situation bei Garben. Insbesondere ist die
folgende Definition ist komplett Definition 8.15.

Definition 14.27. Sei (X,0x) ein geringter Raum und iy := {U; < X};cz eine
offene Uberdeckung. Ein Verklebedatum (F;, ¢;;) fir Ox -Moduln auf ilx ist eine Familie

Fi: Ouv(U;)? — Ab
von Oy,-Moduln zusammen mit Oy, ny,-Modulisomorphismen

¢ji: ]:i\Ui,j — ‘FJ|UJ‘1‘,
die die Kozykelbedingung (8.16) erfiillen. Ein Morphismus von solchen Verklebedaten
definiert man wie in Definition 8.15. Die Verklebedaten fiir O x-Moduln auf ${x bilden
zusammen mit ihren Morphismen eine Kategorie, die mit {{x-Mod bezeichnet wird.

Auf analoge Weise definiert man die Kategorie QCoh(ilx) der Verklebedaten fiir
quasikohérente O x-Moduln.

Ebenso vollstdndig analog zu Satz 8.18 zeigt man den folgenden Satz, der mit technischen
Worten wieder ungeféhr sagt, dass der ,Funktor® (—)-Mod: Ouv(X)° — 2-Cat und der
Funktor QCoh(—): Ouv(X)° — 2-Cat jeweils einen Stack definieren. Mit dieser Formu-
lierung ergeben sich sofort interessante Fragen nach einer Verallgemeinerung von Satz 14.28:
Was passiert, wenn wir anstelle einer offenen Uberdeckung, geschrieben als ein einzelner
Morphismus Ux =[], U; = X, andere Morphismen von Schemata zulassen und anstelle der
Einschrankung in der Definition 14.27 das zugehorige inverse Bild betrachten? Ein bedeu-
tener Satz in dieser Richtung stammt von Grothendieck: Quasikohérente Moduln erfiillen
sogar Abstieg (es gilt also die analoge Version von Satz 14.28) beziiglich einer sogenannten
,6talen Uberdeckung®.)

Satz 14.28. Sei (X,0Ox) ein geringter Raum und Uy = {U; — X}icz eine offene
Uberdeckung. Der Funktor
gds,: Ox-Mod — Ux-Mod
F = (Fu, (Fo)v,;, — (Fo;)uvsy)

ist voll, treu und essentiell surjektiv und damit eine Aquivalenz von Kategorien. Durch
die in Bemerkung 14.22 erklirte Lokalitit der Quasikohdrenzeigenschaft schrinkt diese
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Aquivalenz ein zu einer Aquivalenz
gdy,: QCoh(Ox) — QCoh(ily)

von Kategorien.

Der folgende Satz sagt mit anderen und bisher nicht als bekannt vorausgesetzten Worten,
dass ein quasikohirenter Modul auf einem affinen Schema keine hohere sogenannte ,, Cech-
Kohomologie“ hat. Es gibt sogar eine Umkehrung zu diesem Satz (zumindest fiir sogenannte
»qcqs® Schemata), die das Kriterium von Serre fiir Affinitit genannt wird.

Satz 14.29 (Exakte Sequenzen auf affinen Schemata). Sei X = Spec(A) ein af-
fines Schema und

OIS R ey
eine exakte Sequenz von Ox-Moduln. Sei auflerdem F' quasikohdrent. Dann ist auch
0— F(X)— F(X)—F"(X)—=0

eine exakte Sequenz. Eine exakte Sequenz von quasikohdrenten Ox-Moduln auf einem
affinen Schema ist also exakt genau dann, wenn sie schnittweise exakt ist.

Beweis. Nach Satz 14.24 gilt F' = M fiir einen A-Modul M. Wir wissen bereits, dass der
globale Schnittfunktor linksexakt ist und miissen daher nur zeigen, dass die Abbildung

f(X): F(X) = F'(X)

von A-Moduln surjektiv ist. Sei dazu b € F”(X) ein globaler Schnitt zu dem wir ein Urbild
a € F(X) finden mochten. Durch die Quasikompaktheit von X nach Satz 4.12 und die
vorausgesetzte halmweise Surjektivitit von f gibt es eine endliche basisoffene Uberdeckung
{Ui := D(si) = X}y von X und Elemente a; € F(U;) mit f(U;)(a;) = by, -

Wir zeigen unten, dass es fiir jeden Index 4 einen globalen Schnitt a; € F(X) gibt mit
f(X)(a;) = sf.lib fiir irgendwelche Exponenten d;. Dann kénnen wir, durch Verdnderung
von a;, annehmen dass alle diese d; = d gleich sind, indem wir jeweils mit s; geeignet
oft multiplizieren. Da D(s¢) U ... U D(s,) = X gilt, folgt somit nach Korollar 4.5 auch
D(s$)U...UD(s?) = X und daher (sg,...,s?) = A. Es gibt also Elemente \; € A mit
1=3"",A\is. Dann setzen wir

welches ein gewiinschtes Urbild ist, weil

fX)a) = FX)(3Cii Nida)
2o Nif(X)(ai)
Doio Aisib

= b

Wir miissen also nun die a; finden. Sei dafiir im Folgenden ein Index 4 fixiert. Wir wollen
also zeigen, dass es ein @; € F(X) mit f(X)(@;) = s%b gibt. Sei j ein zweiter Index. Es sind,
eingeschrénkt auf U;; := U; N Uj, die Elemente a;y,, und a;y,; beides Urbilder von by,
und wegen der schnittweisen Linksexaktheit gilt daher

ai|Uij - aj\Uij = f/(Ul)(CU)

fir ein ¢;; € M [silsj]. Die Restriktionsabbildung von F’ ist gerade die Lokalisierungsabbil-
dung M[i] — M[i] Es gibt also einen Index m;;, sodass s, “¢;; € M[i] und wir wihlen
m; so groB, dass sznczj € M[i] = F'(D(s;)) gilt fiir alle j.

Nun betrachten wir fiir jedes j das Element

wij = f'(Uj)(si"cij) +si"a; = s ( f'(Uj)(cij) +a; ) € F(U;),

wobei wir die Multiplikation mit Elementen aus Ox (X) = A nicht mit einer Einschrankungs-
bezeichnung versehen. Jedes dieser u;; ist ein Urbild von s;”ib‘Uj unter f(U;), da wegen der
Exaktheit der erste Summand jeweils auf Null abgebildet wird. Wir wollen nun gerne mit
der Garbenbedingung von F diese u;; zu dem gesuchten Element a; zusammenkleben. Es ist
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allerdings nicht unbedingt richtig, dass fiir zwei Indizes (j, k) die Differenz wu;; U — Yik|U,,
Null ist und wir miissen diese Elemente noch etwas modifizieren.

Es gilt sicherlich f(Ujk)(uijju,, — Wikju,e) = S ‘b, — 8; by, = 0 und wegen der
Exaktheit gibt es ein Element vy, € F'(Ujx) = M[—=] mit f/(Ujr) (vigk) = wijju,, —Uik|u,, -

S8k
Auf den Dreifachschnitten U;ji, := U; N U; N U giltjin F(Uijk), dass
WUij|Usje — Wik|Usje — sznl((f/(Ul]k)(czj\U”k) + aleijk) - (fl(Uijk)(cik\qujk) + aklUijk))
= S;nl(((ailUijk - aj\Uijk) + aleijk) - ((ai\Uijk - a’kIUijk) + ak\Uijk))
=0

und wegen der schnittweisen Injektivitét von f” auch v;jg

Ui,jk:OE]:/(Uijk)gM[ ! ]

5i5;5%
Wie oben gibt es also fiir jedes Paar (j,k) ein mj;, mit s?;jkvijk = 0 in F'(Ujx). Da es
wieder nur endlich viele solche Paare gibt, wihlen wir ein gemeinsames groéfites solches m)
und behaupten, dass wir die Elemente s;né u;; € F(Uj;) zu einem Element a; zusammenkleben
kénnen, welches unter f(X) auf s?Hm"b abgebildet wird (letzteres gilt sicherlich mit der

Eindeutigkeitseigenschaft von F”). Wir miissen also die Garbenbedingung testen: Fiir jedes
Paar (j, k) gilt aber nach Konstruktion

(Sl‘niuij)ij - (STiuik)\Ujk = S:nl( Wij|Uje — Wik|Ujp ) = sl'nif/(Uj )(Uijk) =0
was uns das Verkleben ermoglicht. Wir setzen schliellich d; := m} + m; und haben die
Behauptung gezeigt. O

Lemma 14.30. Sei ¢: A — B eine Ringabbildung und f: Spec(B) — Spec(A) die
zugehorige Abbildung von affinen Schemata. Sei aufferdem M ein A-Modul und N ein
B-Modul.

(1) Ist res,: B-Mod — A-Mod die Restriktion von Skalaren, die einen B-Modul
via @ als A-Modul auffasst, so gibt es einen natirlichen Isomorphismus

Fo(IV) 2= res (V)™

von Oy -Moduln. Das direkte Bild entspricht also der Restriktion von Skalaren.
(2) Es gibt einen natirlichen Isomorphismus

fr(M)(M @4 B)~

von Ox-Moduln. Das inverse Bild entspricht also dem Tensorprodukt.

Beweis. Wir zeigen zuniichst die Behauptung (1). Fiir ein Element s € A gilt f~1(D(s)) =
D(¢(s)) nach Lemma 4.9. Daher gibt es einen mit Einschrédnkungen vertréglichen natiirlichen
Isomorphismus

f(N)(D(s)) N(D(p(s)))
NZL]
resw(N)[é]

res, (N)~(D(s))-

1111 1R

Dieses zeigt das Gewiinschte.
Fiir die zweite Behauptung betrachten wir fiir alle quasikohérenten Ox-Moduln F den
natiirlichen Isomorphismus

Homo (F*(V). F) = Homo (f (1), N)
Homo, (Ma f*N)
Homop,, (M, res,(N)™)
Hom 4 (M, res,(N))
Homp(M ®4 B, N)
Home, (M ®4 B)~,F)  (Satz 14.16)

Dann folgt die Behauptung mit dem Yoneda-Lemma 13.9 und (1) des folgenden Lem-
mas 14.31. |

Lemma 14.31. Sei f: (X,0x) — (Y, Oy) ein Morphismus von Schemata.

Satz 14.24)
Satz 14.10)
Teil (1))

Satz 14.16)

A~ S

11 1R R TR 1R
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(1) Das inverse Bild f* bewahrt quasikohdrente Moduln und schrinkt somit zu ei-
nem Funktor
f*: QCoh(Y) — QCoh(X)
ein.
(2) Ist X ein noetherscher topologischer Raum so bewahrt das direkte Bild f. qua-
sikohdrente Moduln und schrinkt somit zu einem Funktor

f+: QCoh(X) — QCoh(Y)
ein.
Beweis. Fiir Behautung (1) sei G € QCoh(Y). Dies bedeutet, dass es eine offene Uberdeck-
ung {V; — Y’} gibt und

(14.32) Dovy, = P oy, =Gy, =0

jeweils eine exakte Sequenz von Oy |y,-Moduln ist. Es ist {U; < X} mit U; := f~(V}) eine
offene Uberdeckung von X. Wir wollen zeigen, dass es eine exakte Sequenz

@Oij — @Oij = ("G, =0

von Ox|y,-Moduln gibt, womit (1) gezeigt wire. Zunichst gilt f*(Oy) = Ox. Betrachte
das kommutative Diagramm

9]
v

=

. N

X
|

F— = Y.

S
P

Sy

Es gilt (=)o, = ;. Mit i’;f* = (fi%)* = (i;f})* = f;i; miissen wir also zeigen, dass es
eine exakte Sequenz

@f;’k@ylvj - @f;oywj - f;glvj —0

von Ox y;-Moduln gibt. Dieses folgt aber aus der Anwendung des rechtsexakten und mit
direkten Summen kommutierenden Funktors f; auf (14.32). Dieses zeigt Behauptung (1).

Fiir die Behauptung (2) sei F ein quasikohirenter Ox-Modul. Wir kénnen annehmen,
dass Y = Spec(B) affin ist, denn Quasikohiirenz ist nach Bemerkung 14.22 lokal auf Y zu
zeigen. (Wir betrachten dann anstelle von X das offene Unterschema f~!(Spec(B)) —
X, welchem ebenfalls ein noetherscher topologischer Raum unterliegt, und wissen, dass
F§-1(spec(B)) quasikohirent ist). Sei {U; — X} eine nach Lemma 11.33 existente endliche
offene affine Uberdeckung von X. Bezeichnet f;: U; < X — Y die Komposition, so wissen
wir nach Lemma 14.30, dass f; .(F|y,) quasikohérent ist. Da F eine Garbe ist, gibt es fiir
jedes offene U C X eine exakte Sequenz

0 —— F(U) — [, FUNU;) — [I,; FUNU:NU)

und daher insbesondere fiir ein offenes V' C Y eine exakte Sequenz

F(P)V) —— @, fis(Flu)(V) —— D, fis+ (Fu, ) (V)

Man beachte, dass der Schnitt U;; := U; N U; zweier affiner offener Unterschema U; und
U; von X nicht unbedingt wieder ein affines Schema sein muss und wir nicht unmittelbar
fertig sind mit Lemma 14.26, welches besagte, dass der Kern f,(F) von einer Abbildung
quasikohérenter Moduln wieder quasikohérent ist. Nach Lemma 11.33 ist aber jedes U;; ein
quasikompaktes Schema und hat daher eine offene affine Uberdeckung durch endlich viele
Mengen {U;jr — U;;}. Genau wie eben mit f;; . anstelle von f, gibt es also eine exakte
Sequenz dafiir und insbesondere eine injektive Abbildung

fijoe(Flu, )(V) —— @D, fijh,«(Flu,;) (V).

0 —— F(f (V) ——= ILFU (V) —— IL,; F(fi; (V)
(V
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Dabher ist auch die Sequenz
0 —— fu(F)V) —— D fis(Flu)(V) —— D jx fishor (Flu,u) (V)
exakt und f,F als Kern einer Abbildung quasikohérenter Moduln wieder quasikohérent. [J

Bemerkung 14.33. Wir haben in Beispiel 14.23 gesehen, dass f, nicht unbedingt quasi-
kohérente Moduln bewahren muss.
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15. Abgeschlossene Immersionen und Separiertheit

Wir haben in Definition 11.6 den Begriff einer offenen Immersion von lokalgeringten
Réumen kennengelernt. Es ist leider etwas komplizierter eine abgeschlossene Immersion zu
definieren. Dieses liegt daran, dass ein offener Unterraum U eines Schemas (X, Ox) eine (per
Definition 11.6 bis auf Isomorphie) eindeutige Struktur eines offenen Unterschemas (U, Ox )
tréigt. Ist aber beispielsweise X = Spec(A) ein affines Schema, so sind die abgeschlossenen
Unterrdume Z < Spec(A) per Definition der Zariskitopologie gerade von der Form V(I)
fiir ein Ideal I C A, es definieren aber verschiedene Ideale (wie zum Beispiel I und I?)
den gleichen abgeschlossenen Unterraum. Wenn wir also beispielsweise die abgeschlossenen
Unterrdume V(I) 2 Spec(A/I) und V(I?) = Spec(A/I?) mit einer Schemastruktur versehen,
muss diese wegen Satz 10.20 verschieden sein, falls A/T % A/I?.

Definition 15.1. Sei (X,Ox) ein geringter Raum und F eine Garbe von abelschen
Gruppen auf X.

(1) Die Teilmenge
Supp(F) :={zx € X | F, #0}
von X, versehen mit der Unterraumtopologie, heifit der Trdger von F.
(2) Ist s € F(X), so heifit die Teilmenge
Supp(s) :={z € X | s, # 0}

von X, versehen mit der Unterraumtopologie, der Trdager des Schnitts s.

Beispiel 15.2. Ist (X, Ox) ein lokalgeringter Raum, so ist
Supp(Ox) ={z € X [ Ox # 0} = X,
da ein lokaler Ring niemals der Nullring ist. Ebenso ist fiir 1 € Ox (X)
Supp(l) ={z € X |1, #0} = X.

Bemerkung 15.3. Es ist Supp(F) fiir einen Ox-Modul F nicht unbedingt eine abgeschlossene
Teilmenge von X (Manchmal wird der Support als der Abschluss von Supp(F) definiert.).
Dieses ist allerdings der Fall, wenn man fir F gewisse Endlichkeitseigenschaften (quasi-
cohédrent und ,,von endlichem Typ*) fordert, die wir noch genauer kennenlernen werden.

Bemerkung 15.4. Aus der Kommuativen Algebra sollte der folgende Begriff bekannt sein.
Ist A ein Ring, M ein A-Modul und G C M eine Teilmenge so ist die Teilmenge

Anny(G) :={a € A|ag =0 fir alle g € G}

ein Ideal von A und heiBt der Annulator von G. Ist G = {s} so setzt man zur Abkiirzung
Ann4(s) := Annyu ({s}). Manchmal wird der Ring A im Index weggelassen. Ist A ein Ring
und I ein Ideal, so ist es eine leichte Ubung zu sehen, dass gilt Anna(A/I) = I.

Lemma 15.5. Sei (X,Ox) ein geringter Raum, F eine Garbe von abelschen Gruppen
auf X und s € F(X) ein globaler Schnitt.
(1) Es ist Supp(s) eine abgeschlossene Teilmenge von X. Ist X = Spec(A) affin
und F = M fiir einen A-Modul M, so gilt
Supp(s) = V(Anny(s)).
(2) Ist F eine Garbe von Ringen, so ist Supp(F) eine abgeschlossene Teilmenge
von X. Ist X = Spec(A) affin und F = (A/I)” fiir den A-Modul A/I, so gilt
Supp(F) = V(Anna(A/I)) = V().

Beweis. Es ist Supp(s) stets abgeschlossen, da das Komplement offen ist, da ein Keim per
Definition des Halms gleich Null ist genau dann, wenn dieses schon auf einer offenen Umge-
bung der Fall ist. Fiir eine Ringgarbe F gilt die Gleichheit Supp(F) ={z € X | F, #0} =
{z € X | 1, # 0} = Supp(1), was nach dem ersten Teil abgeschlossen ist. Wir zeigen nur
Supp(M~) = V(Ann(M)) mit M := A/I, da die Gleichheit in (1) analog zu beweisen ist.
Es ist Supp(M™~) C V(Ann(M)), denn ist p € Spec(A) mit M, # 0 und m € M ein
beliebiges Element, das unter der Lokalisierungsabbildung M — M, auf ein Element # 0
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abgebildet wird, so gilt Ann(m) = {t € A | tm = 0} C p. Da m beliebig war, folgt
Ann(M) C p wie gewiinscht.
Fiir die Inklusion V(Ann(M)) C Supp(M™) sei p ¢ Supp(M ™), also

0= M, = colimgep, M[] >1+1

und es gibt ein s aus der Indexmenge des Kolimes mit (1 + I), = 0, also s%1 € I in A und
damit s?M = 0. Nun ist aber p ¢ V(Ann(M)) genau dann, wenn Ann(M) ¢ p und um
dieses zu bestiitigen, haben wir ja schon ein Element s € Ann(M) \ p gefunden. O

Bemerkung 15.6. Im Spezialfall der Strukturgarbe 7 = Ox eines lokalgeringten Raums
(X, Ox) haben wir in Lemma 10.18 die offene Teilmenge D(s) C X betrachtet. Es gibt eine
Inklusion

D(s)

(v € X | s(z) # 0}

= {x € X | s, liegt nicht im maximalen Ideal des lokalen Rings Ox .}
{z € X | s, ist eine Einheit in dem lokalen Ring Ox .}

{xeU]|s, #0}

Supp(s),

die nicht unbedingt eine Gleichheit ist.

N1

Definition 15.7. Ein Morphismus (f, f*): (Z,0z) — (X,0Ox) von Schemata heifit
eine abgeschlossene Immersion, falls f: Z < X eine abgeschlossene Einbettung ist
und falls es einen Ox-Modulisomorphismus Ox/Z = f.Oz fir eine Ox-Idealgarbe
T — Ox gibt. Eine Isomorphieklasse solcher abgeschlossener Immersionen heifit ein ab-
geschlossenes Unterschema von (X, Ox) und wird oft mit einem seiner Reprisentanten
identifiziert.

Bemerkung 15.8. Es folgt direkt aus dem Fiinferlemma angewandt auf die exakte Sequenz
0-Z—0x—>0x/T—0

von Ox-Moduln, dass die Idealgarbe Z < Ox in der Definition 15.7 fiir eine gegebene
abgeschlossene Immersion eindeutig ist.

Bemerkung 15.9. Definition 11.6 fiir eine offene Immersion lésst sich wie folgt umformulieren:
Ein Morphismus (f, f*): (U, Oy) — (X,0x) von Schemata heifit eine offene Immersion,
falls f: U — X eine offene Einbettung ist und falls es einen Ox-Modulisomorphismus
OX|U = £,Op gibt.

Ist f: Z — X eine abgeschlossene Immersion, so beschreibt das folgende Lemma den
topologischen Raum Z und die Idealgarbe Z aus Definition 15.7 auf eine andere Weise.

Lemma 15.10. Ein Morphismus (f, f*): (Z,07) — (X, Ox) von Schemata ist eine
abgeschlossene Immersion genau dann, wenn f eine abgeschlossene Einbettung ist und
ft halmweise surjektiv. In diesem Fall gilt auflerdem

Z = Supp(Ox/T) und
T = ker(fY)

und die Koeinheit f*f, — id aus Satz 14.10 ist ein Isomorphismus.

Beweis. Ist (f, f*) eine abgeschlossene Immersion, so betrachten wir das kommutative Dia-
gramm von O x-Moduln mit exakten Zeilen

0 I Ox Ox/T — 0
l v H n F l
0 — ker(f?) ox L o, — .

Es existiert folglich der gestrichelte Pfeil und ist ein Isomorphismus nach dem Fiinferlemma.
Insbesondere ist f# halmweise surjektiv, da Ox — Ox /Z halmweise surjektiv ist. Ist umge-
kehrt f* halmweise surjektiv, und damit die untere Zeile in dem obigen Diagramm exakt, so
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folgt Ox/ker(f*) = f.Oz nach dem Homomorphiesatz. Fiir Z = Supp(Ox /Z) betrachten
wir den Halmfunktor (—), fir z € X. Mit Beispiel 8.4.(3) gilt

Oz, fallsz= f(2)

(f:02)s = {0 falls z ¢ f(2).

Hierraus folgt Z = Supp(f.Oz) = Supp(Ox/Z), da ein lokaler Ring nicht der Nullring ist.
Fiir die Behauptung iiber die Koeinheit f* f, — id argumentieren wir fiir eine abgeschlos-

sene Immersion f: Z — X zun#chst, wie wir es in Satz 14.10 fiir eine offene Immersion

gemacht haben: Es gibt es mit Satz 8.9 eine fiir F € Oz-Mod natiirliche Abbildung

(15.11) [ fu(F) = [ f(F)®p-0, 0z & F®p-0, 0z — FRo, 0z = F

wobei f~Ox — Oy die zu f4: Ox — f.Oz adjungierte Abbildung ist. Diese ist ebenfalls
surjektiv, da sie durch Anwendung

[7O0x = [ fi0z=0g

des linksexakten Funktors f~ auf f* und Satz 14.10 entsteht. Nun folgt durch die Betrach-
tung des Wiirfels

I
Oz

Oy F
— L=
f

|_o——

Oy = F&-0, Oz

mit der Eigenschaft, dass die Vorderseite ein Pushout ist, die Surjektivitdt der sowieso
schon injektiven vertikalen rechten Abbildung der Vorderseite und damit die Bijektivitét
von (15.11), was die Behauptung zeigt. O

Bemerkung 15.12. Es ist nicht richtig, dass durch die Angabe einer Ox-Idealgarbe Z immer
ein abgeschlossenes Unterschema (Supp(Ox/Z),Ox/Z) von (X,Ox) definiert wird, denn
der so gegebene geringte Raum muss kein Schema sein. Wir werden in Satz 15.17 unten
sehen, dass dieses aber genau dann der Fall ist, wenn Z quasikoh&rent ist.

Satz 15.13. Fir ein affines Schema X = Spec(A) gibt es eine Bijektion

Abgeschlossene
Unterschemata von X

{Ideale von A } PE— {
I —_ Spec(A/I) — X
ker(fﬁ(X)) «— (f,fﬁ):Z‘—>X

Insbesondere ist ein abgeschlossenes Unterschema eines affinen Schemas wieder affin.

Beweis. Die Abbildung I — Spec(A/I) ist wohldefiniert, da nach Lemma 4.10 die Abbil-
dung Spec(A/I) < Spec(A) ein abgeschlossener Unterraum ist, f*(X): A — A/I surjektiv
(und da Lokalisierung exakt ist, f* auch halmweise surjektiv) und daher nach dem obigen
Lemma 15.10 also ein abgeschlossenes Unterschema definiert. Auflerdem ist die Komposition
I — Spec(A/I) — ker(f#(X)) dann offenbar die Identitiit.

Sei nun ein abgeschlossenes Unterschema (f, f#): Z < X gegeben und sei I der Kern der
A-Modulabbildung ¢ = f#(X): A = Ox(X) — (f.02)(X) = 0z(Z). Wir mochten zei-
gen, dass (f, f*) zu dem abgeschlossenen Unterschema Spec(A4/I) < X isomorph ist, womit
der Satz bewiesen wire. Es gibt nach dem Homomorphiesatz ein kommutatives Diagramm

A—F 5 042)

N

A/l
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von Ringen zu dem nach Satz 10.20 ein Diagramm

(15.14) g /f

Spec(A/TI)

von Schemata korrespondiert. Wir zeigen zunichst, dass (f’, f/ ﬁ) auch eine abgeschlossene
Immersion ist. Da f abgeschlossen ist, ist f’ eine abgeschlossene Einbettung. Wir miissen
noch zeigen, dass f’ * halmweise surjektiv ist. Das obige Diagramm (15.14) liefert das kom-
mutative Diagramm

t
! £.0

a\x /*(;/n)

N q
qx OSpeC(A/I)

Ox

von Ringgarben und f* ist halmweise surjektiv. Also ist auch g, (f’ ti) halmweise surjektiv.
Da der Linksadjungierte ¢* halmweise Surjektionen bewahrt, impliziert Lemma 15.10, dass
qq.(f' ti) = * halmweise surjektiv ist. Damit ist also (f’, f u) eine abgeschlossene Immersi-
on. Wir méchten zeigen, dass (f', f’ ﬁ) tatséichlich ein Isomorphismus von Schemata ist, was
den Satz beweisen wiirde.

Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir an, dass das urspriingliche (f, f*) die
Eigenschaft hat, dass ¢ injektiv ist (denn dieses war der Grund, wieso wir (f’, f’ ﬁ) betrachtet
haben), und wir mochten zeigen, dass (f, f*) ein Schemaisomorphismus ist.

Wir zeigen dafiir zunéchst, dass f ein Homéomorphismus ist. Nach Voraussetzung ist f
stetig, abgeschlossen und injektiv und es geniigt die Surjektivitit zu zeigen. Nach Definition
der abgeschlossenen Mengen in X gilt f(Z) = V(J) = NgesV(s) mit Lemma 4.4. Wir
mochten zeigen, dass fiir s € A mit f(Z) C V(s) schon V(s) = X folgt, woraus man die
Surjektivitit abliest. Es gilt V(s) = X genau dann, wenn s? = 0 fiir einen Exponenten
d nach Satz 5.2. Da ¢ injektiv ist, geniigt es ein d zu finden, sodass ¢(s?) = 0 gilt. Um
Z durch ein affines Schema zu ,ersetzen“ und die uns im affinem bekannten Resultate zu
benutzen, sei (j,7%): (W, Oziw) — (Z,0z) ein beliebiges offenes affines Unterschema von
Z und betrachte die Komposition

A = 0z(2) = Ozw(W)=0z(W)

s = p(s) = o(s)w-

Diese Abbildung ¢(—)jw von Ringen induziert durch Korollar 10.23 gerade die Abbildung
fi: W — Z — X auf Schemata. Daher j='f~1(V(s)) = (f7)"*(V(s)) = V(e(s)w) S W
nach Lemma 4.9. Aus der Voraussetzung f(Z) C V(s) folgt Z C f=1f(Z) C f~1(V(s)).
Zusammengenommen gilt W = j=1(Z) C j71f71(V(s)) = V(¢(s)jw) € W. Daher ist das
Element ¢(s)|y nilpotent nach Satz 5.2, also go(s)‘dw. Da X als affines Schema quasikompakt

(15.15)

ist mit Satz 4.12, ist auch der abgeschlossene Unterraum Z quasikompakt und wir kénnen 7
durch endlich viele offene affine Unterschemata W wie oben iiberdecken und ein gemeinsames
d finden. Damit bekommen wir durch die Eindeutigkeit in der Garbenbedingung von Oy,
dass ¢(s)? = p(s?) = 0 und also die gesuchte Homsomorphie.

Wir miissen noch zeigen, dass die O x-Modulabbildung f*: Ox — .0z halmweise injek-
tiv ist (und daher ein Isomorphismus nach Lemma 7.16). Wir wissen bisher nur, dass sie auf
globalen Schnitten injektiv ist. Sei also x € X. Wir haben ein kommutatives Diagramm

Az 0x(x) £, (1,0,)(X) 2 04(2)

l l

:
Ay = OX,Q? % (f*OZ);c = OZ,:C

gegeben, wobei wir fiir die Identifikation der unteren rechten Ecke Beispiel 8.4.(3) benutzen

und z mit seinem Bild f(x) identifizieren. Wir mochten das Verschwinden von ker(f£) zeigen.

Sei also ¢ € A, mit a € A und f(%) = 0. Da der Ringhomomorphismus f# Einheiten auf

Einheiten schickt, kénnen wir annehmen, dass ¢t = 1. Wir wollen zeigen, dass ¢ = 0 € 4, gilt.

Nach der Definition des Halms gibt es eine offene Umgebung W C Z von x mit ¢(a);w = 0.

— 99 —



Dieses konnen wir affin wihlen, da Z ein Schema ist. Da wir schon gezeigt haben, dass f
ein Homdomorphismus ist, gibt es darin eine in Spec(A) basisoffene Umgebung um z, also
x € Da(s) C W fiir ein s € A. Sicherlich ist dann s invertierbar in A, und es geniigt ein d
zu finden, sodass s%a = 0 in A gilt. Da ¢ injektiv ist, geniigt es zu zeigen, dass ¢(s%a) = 0.

Durch die Quasikompaktheit von dem abgeschlossenen Unterraum Z reicht es, wie oben
im Beweis der Surjektivitit, zu zeigen, dass g@(sda)|Wi = 0 fiir eine endliche offene affine
Uberdeckung {Spec(C;) = W; < Z}, da wir durch die Endlichkeit der Uberdeckung ein
gemeinsames d finden und dann die Eindeutigkeit in der Garbenbedingung von Oz benut-
zen konnen. Anstatt ¢(s%a)y, = ap(s)‘dwicp(a)|wi = 0 € C; koénnen wir auch zeigen, dass
das Element ¢(a);w, zu Null wird in der Lokalisierung Ci[m]’ also zeigen, dass gilt
w(a), D, (¢(s),w,) = 0. Dieses ist aber erfiillt, da, wenn incl: W; < 7 die Inklusion bezeich-
net, gilt

Dw, (e(s)w;) = {we Wilo(s)w,(w)# 0}
= {weW;| p(s)(incl(w)) # 0} (Bemerkung 15.16 unten)
= Win{ze 2] pls)(z) £0)
Win{ze Z|s(f(z)) #0} (Bemerkung 15.16 unten)
W;Nn{z € X | s(x) # 0} (f ist bijektiv)
= W;NDal(s)
cC wW,nw

und wir bereits p(a)j = 0 wissen. O

Bemerkung 15.16. Wir erinnern an dieser Stelle noch einmal an die folgende Eigenschaft
von Abbildungen in der Kategorie der lokalgeringten Rdume, die wir nur aus Gewohnheits-
griinden direkt fiir Schemata formulieren.

Sei (f,f"): (Z,0z) — (X,0Ox) eine Morphismus von beliebigen von Schemata (also
nicht unbedingt eine abgeschlossene Immersion) und s € Ox (X) ein globaler Schnitt. Nach
Satz 10.20 kénnen wir diesen auffassen als einen Morphismus s: X — A! von Schemata.
Wir bezeichnen die Ringabbildung

FHX) = Ox(X) = f(02)(X) = 02(2)

mit ¢. Falls (f, f*) eine offene Immersion ist, so ist ¢: Ox(X) — 0z(Z) = Ox(Z) ge-
rade die Restriktionsabbildung (—)|z. Es ist sinnvoll, sich ¢ auch in anderen Féllen als
,Einschrankung® vorzustellen:

f X s Al
\’@/

Ist z € Z so gilt die wichtige Aquivalenz (siehe auch (10.11))
p(s)(2) =0 <= s(f(2))=0
denn ist x = f(z), so gibt es ein kommutatives Diagramm

se Ox(X) —£— 04(2)

xS A

und der gestrichelte Ringhomomorphismus existiert, da ¢’ eine lokale Ringabbildung ist
(siehe Bemerkung 10.14 und Definition 10.15) und ist als Ringabbildung zwischen Koérpern
injektiv, woraus die obige Aquivalenz folgt.
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Satz 15.17. Fir ein Schema X gibt es eine Bijektion

Quasikohdrente Abgeschlossene
Idealgarben von Ox Unterschemata von X

I +——  (Supp(Ox/I),f~(0Ox/I)) — X
ker(f#) — (f,fH: Z—X
wobei f: Supp(Ox/Z) — X die abgeschlossene Einbettung bezeichne.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dasss die Abbildung von links nach rechts wohldefiniert ist.
Ersteinmal ist Supp(Ox /Z) nach Lemma 15.5.(2) eine abgeschlossene Teilmenge von X und
damit f eine abgeschlossene Einbettung.

Angenommen, es wire (Supp(Ox/Z),f (Ox/Z)) ein Schema. Die kanonische Abbil-
dung Ox — f.f (Ox/T)) ist auf Halmen surjektiv (dieses ist eine leichte Ubung mit
Beispiel 8.4.(3) und Satz 8.9) und damit ist nach Lemma 15.10 die Abbildung Z + (f, f¥)
wohldefiniert. Dann ist aber auch die Komposition Z ~ (f, f#) ~ ker(f*) nach Lemma 15.10
die Identitét.

Angenommen, es wire fiir eine abgeschlossene Immersion (f, f*) die Idealgarbe ker(f*)
quasikohiirent. Dann wire auch die Komposition (f, f*) ~ ker(f*) — (f, f*) nach Lem-
ma 15.10 die Identitét.

Fiir die verbleibenden Behauptungen, dass das Bild von der Abbildung von links nach
rechts ein Schema ist und dass das Bild der Abbildung von rechts nach links eine quasi-
kohérente Idealgarbe ist, kénnen wir lokal auf X argumentieren, da diese beiden Bedingun-
gen lokal sind. Wir nehmen also an, dass X = Spec(A). Ist nun Z quasikohiirent, so gilt Z = I
fiir ein Ideal I C A nach Satz 14.24. Dann gilt Supp(Ox/Z) = V(I) nach Lemma 15.5 und
f(Ox/T) = f*(Ox/T) = (A/I®sA/I)~ = (A/I)~ nach (15.11) und Lemma 14.30.(2). Da-
her wird Z auf Spec(A/I) < Spec(A) abgebildet. Ist umgekehrt Z < Spec(A) ein abgeschlos-
senes Unterschema, so ist dieses nach Satz 15.13 von der Form Spec(A/I) < Spec(A). Dann
ist 7 = ker(A — (A/I)™) und daher insbesondere quasikohiirent nach Lemma 14.26. O

Wir haben in Lemma 12.8 gesehen, dass das Faserprodukt, also das , Zuriickziehen“ ei-
ner offenen Immersion wieder eine solche ist. In Lemma 15.19 unten werden wir zeigen,
dass dieses auch fiir abgeschlossene Immersionen der Fall ist. Dafiir bendtigen wir jedoch
zunéchst das folgende Hilfslemma 15.18, das besagt, dass die Eigenschaft eine abgeschlossene

Immersion zu sein ,affin-lokal auf dem Ziel* ist.

Lemma 15.18. Sei f: Z — X ein Morphismus von Schemata. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent.

(1) f ist eine abgeschlossene Immersion.
(2) Fir jede Uberdeckung {U; — X} sind die induzierten Morphismen

fli-rwy: FHU) = U
jeweils abgeschlossene Immersionen.

(8) Es gibt eine offene affine Uberdeckung {U; — X} sodass alle induzierten Mor-
phismen

fly-1wy: F7HU) = U
jeweils abgeschlossene Immersionen sind.

Beweis. Dieses ist eine Ubung. ]

Lemma 15.19. Sei S ein Schema, X, Y € Sch/S und auflerdem der Strukturmor-
phismus i: Y — S eine abgeschlossene Immersion. Betrachtet man das Faserprodukt

XxgY 2, X

wl ]

y%s,
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s0 ist sein unterliegender topologischer Raum das Urbild f=1(Y') mit der Unterraumtopo-
logie von X . Auferdem ist px ebenfalls eine abgeschlossene Immersion mit zugehdoriger
quasikohdrenter Idealgarbe T := im(f*J — f*Og = Ox), wenn J C Og die zu j
gehorige quasikohdrente Idealgarbe bezeichne.

Beweis. Wir begriinden zunéchst, dass px eine abgeschlossene Immersion mit zugehoriger
quasikohérenter Idealgarbe Z ist. Da die Eigenschaft, eine abgeschlossene Immersion zu
sein nach dem vorherigen Lemma 15.18 lokal auf dem Ziel einer Abbildung ist, kénnen wir
annehmen, dass S = Spec(R) und X = Spec(A) affin sind. Mit Satz 15.13 ist dann auch
Y = Spec(R/.J) fiir ein Ideal J C R mit J = J. Mit Lemma 12.7 und Korollar A.44 ist
X xsY = Spec(A®r R/J) = Spec(A/(Bild von J in A)) und px also induziert durch den
surjektiven Ringhomomorphismus A — A/I mit dem Ideal I := (Bild von J in A). Mit
Lemma 14.30.(2) bekommen wir dann die angegebene Beschreibung von Z = 1.

Nun mochten wir die topologischen Rdume identifizieren. Es ist nach Anwenden des
rechtsexakten Funktors f* auf die per Definition exakte Sequenz J — Og — Og/J — 0
von Og-Moduln auch die Sequenz

fH(T) = [1(Os) =0x — [(Os/T) = 0
von Ox-Moduln exakt. Daher gilt
[ (O0s/T) =2 Ox/ker 2 Ox/im= Ox/T
nach dem Homomorphiesatz. Nun, behaupten wir, gilt fiir das topologische Urbild, dass

F7HY) = 7 (Supp(Os/T)) = Supp(f*(Os/T)) = Supp(Ox /T),

wobei uns nur die markierte Gleichung unbekannt ist. Fiir diese Gleichung bleibt noch zu
zeigen, dass {x € X | Gy # 0} = {w € X | (f*G). # 0} gilt (wobei wir benétigen, dass alle
g #(z) und (f*G) . endlich erzeugte Moduln sind, was wir hier fiir G = Og/J aber sicherlich
gegeben haben).

Sei Gyz) = 0. Dieses ist nach Satz 8.9 dquivalent zu (f~G), = 0 und daher ist auch
([*G)z 2 (TG @505 Ox)z Z0®(5-04), Ox, =0.

Ist umgekehrt G,y # 0, so geniigt es fiir (f*G), # 0 nach dem Nakayama Lemma A.45
zu zeigen, dass (f*G), ®oy., k(z) # 0 gilt. Wir wissen nach dem gleichen Lemma, dass
Gf(x) ®Og ;) k(f(z)) # 0. Nun folgt die Behauptung aus der Isomorphie

gf(w) RO, £ (2 k(f(z)) gf(:v) X0Os, 12y k(f(z)) Qk(f(z)) k()

Gf(z) ®Os () k(@)

gf(w) ®OS,f(m) Ox.u XOx,. k()

(f79)e ©(r-0s), Ox.2) @0x . k()

(TG ®f-05 Ox)z ®oy , k(T)

(f*g)a: ®(9x,1» k‘l(m)

Hierbei haben wir im zweiten Schritt, genau wie im Beweis von Lemma 12.18, benutzt, dass
fiir eine Abbildung f: Spec(k(z)) — Spec(R) von Schemata, das Diagramm

Spec(k(z)) —— Spec(k(x))
| I
Spec(k(f(x))) —— Spec(R)
ein Faserprodukt ist, also k(f(x)) ®@r k(z) = k(z) gilt. O

1R TR 1R TR 1R

Lemma 15.20. Sei X ein Schema. Es gibt ein eindeutiges reduziertes abgeschlossenes
Unterschema i: Xyeqa < X won X mit dem gleichen topologischen Raum |Xiea| = |X]|.
Diese Zuordnung definiert einen Funktor (—)red: Sch — Sch der rechtsadjungiert ist
zur Inklusion der vollen Unterkategorie Schyeq der reduzierten Schemata, es ist also

e SChred & Sch: (_>red

eine Adjunktion, die sogar eine koreflexive Unterkategorie ist (siehe Bemerkung 7.21).
Ist, mit anderen Worten, eine Abbildung f: X — Y wvon einem reduzierten Schema X
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gegeben, so faktorisiert diese eindeutig und in einer natirlichen Weise als

X i Y.

Y;ed

Beweis. Sei Nil die Garbifizierung der Prigarbe

NilP™: Ouv(X)? — Ab
U s Nil(Ox (U))

die das Nilradikal des Schemas X genannt wird. Offenbar ist X reduziert genau dann, wenn
Nil (. Ist X = Spec(A) affin, so gilt fiir eine basisoffene Menge D(s) C X, dass

NilP™(D(s)) = Nil(A[{]) = Nil(4)[{],

da (fiir ein nicht nilpotentes Element s) a € A nilpotent ist genau dann, wenn dieses fiir
sein Bild ¢ € A[1] gilt. In diesem affinen Fall gilt also Nil 2 Nil(A)~ und fiir beliebiges X
ist Vil ein quasikohiirenter O x-Modul nach Satz 14.24.. Insbesondere definiert X/ Nil nach
Satz 15.17 ein abgeschlossenes Unterschema X,.q — X, dass reduziert ist und den gleichen
topologischen Raum hat wie X.

Fiir die Eindeutigkeit, sei X’ < X ein weiteres abgeschlossenes Unterschema mit dem
gleichen topologischen Raum |X'| = |X|. Nach Definition einer abgeschlossenen Immersion
gibt es einen Ox-Modulisomorphismus Ox/Z = Ox fiir eine Idealgarbe Z von X. Sei
Spec(A) < X ein affines offenes Unterschema. Bilden wir das Faserprodukt

Spec(A/I) «---+ Spec(A)

i ﬂ

X e——X

wo wissen wir, dass dieses durch Spec(A/I) fiir ein Ideal I C A (genauer I = Z(Spec(A)))
gegeben ist (siehe auch Lemma 15.19). Ausserdem ist |Spec(A/I)| = | Spec(A)| nach Lem-
ma 12.8 und der Voraussetzung | X’| = | X|. Es gilt also mit Lemma 4.10, fiir die topologischen
Raume, dass V(I) = Spec(A/I) = Spec(A) und mit Satz 5.2 folgt I = +/T = Nil(A), wobei
die erste Gleichung gilt, da das Schema X' und somit auch das offene Unterschema Spec(A/T)
reduziert sind. Diese Gleichung ist offensichtlich kompatibel mit Einschrinkungen und wir
bekommen einen Isomorphismus Z & A/il von Ox-Moduln, welcher die Eindeutigkeit liefert.

Fiir die letzte eindeutige Faktorisierungsaussage iiberlegt man sich zun#chst, dass ein
Morphismus, der das abgebildete Dreieck an der gestrichelten Stelle kommutativ macht,
eindeutig ist, falls er existiert. Dieses liegt an der Injektivitdt von i: Yieq — Y auf to-
pologischen Raumen und der halmweisen Surjektivitit von f. Die Existenz eines solchen
Morphismus liegt, nachdem man sich mit Korollar 11.16 auf die affine Situation reduziert
hat, an der folgenden Eigenschaft fiir Ringabbildungen. Ist ¢: A — B eine Ringabbildung,
so gilt ¢(Nil(4)) C Nil(B) fiir die jeweiligen Nilradikale und es gibt also eine induzierte
Ringabbildung @: A/Nil(A) — B/ Nil(B). O

Lemma 15.21. Sei X ein Schema und Z C X eine abgeschlossene Teilmenge. Dann
gibt es ein eindeutiges reduziertes abgeschlossenes Unterschema i: Zyeq — X von X
mit unterliegendem topologischen Raum |Zyeq| = Z.

Beweis. Nach dem vorherigen Lemma 15.20 gibt es maximal eine Schemastruktur auf |Z],
sodass Z — X ein abgeschlossenes Unterschema ist.

Fiir die Existenz sei {U; < X} eine affine offene Uberdeckung mit U; = Spec(A4;). Es ist
Z N U; eine abgeschlossene Teilmenge in U; und ist also von der Form V(I;) fiir ein Ideal
I; C A;. Es ist (siehe Beispiel 11.38) Z; 1cq := Spec(A;/+/1;) ein reduziertes Schema mit to-
pologischen Raum Z NU;. Fiir alle Paare (i, ) ist Zijred = (ZNUij, Oz, .41zav,;) < Zired
ein reduziertes offenes Unterschema mit topologischem Raum Z N U;;. Umgekehrt ist auch
Zjived = (Z N Uy, OZj.red\ZﬂUji) — Zjrea €in offenes Unterschema mit dem gleichen topo-
logischen Raum. Es gilt Z;; eq = Zjirea (dieses ist eine Ubungsaufgabe) und die Kozykel-
bedingung ist daher erfiillt. Mit Satz 11.14 verkleben die Schemata Z; ;cq zu einem Schema
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Zred mit topologischem Raum Z. Nun betrachtet man das Diagramm

Mit Korollar 11.16 existiert der gestrichelte Pfeil (und macht das obige Diagramm zu einem
Faserprodukt). Die gestrichelte Abbildung ist ebenfalls eine abgeschlossene Immersion, da
man diese Eigenschaft eines Schemamorphismus auf einer offenen Uberdeckung des Ziels
testen kann. ]

Bemerkung 15.22. Es sei daran erinnert, dass ein topologischer Raum Hausdorff heifit, wenn
zwei verschiedene seiner Punkte disjunkte offene Umgebungen haben. Wir betrachten die
(stets injektive) Diagonale

A X = XxX

z =  (z,z)

und beobachten, dass X Hausdorff ist genau dann, wenn A(X) eine abgeschlossene Menge
(und mit der Unterraumtopologie also ein abgeschlossener Unterraum) in X x X ist. Dieses
siecht man wie folgt: Sei zunichst X Hausdorff. Wir zeigen, dass jeder Punkt (x,y) im
Komplement X x X \ A(X) eine in X x X offene Umgebung darin hat. Fiir einen solchen
Punkt gilt z # y. Nach Voraussetzung gibt es offene disjunkte Umgebungen U,,U, C X
davon. Per Definition der Produkttopologie ist U, x U, eine offene Menge in X x X, die
disjunkt von A(X) ist.

Ist nun umgekehrt A(X) abgeschlossen und sind x # y zwei Punkte, so liegt (z,y) in der
offenen Teilmenge X x X \ A(X) von X x X. Nach Definition der Produkttopologie, gibt
es also offene Mengene U, € X und U, C X mit (z,y) € U, x Uy, C X x X \ A(X). Dieses
sind die gesuchten disjunkten Umgebungen in X.

Wir haben schon gesehen, dass der einem Schema unterliegende topologische Raum fast
nie Hausdorff ist. Um ein schematheoretisches Analogon zu diesem Begriff zu definieren,
benutzen wir die obige andere Charakterisierung und den zu einer abgeschlossen Einbettung
analogen Begriff der abgeschlossenen Immersion.

Definition 15.23. Eine Morphismus X — S von Schemata heifit separiert, falls die
durch die universelle Eigenschaft des Faserprodukts (beziiglich (id,id)) definierte Dia-
gonalabbildung

A: X -5 X xg X

eine abgeschlossene Immersion ist. Ein Schema heifit X separiert, wenn der eindeutige
Schemamorphismus X — Spec(Z) separiert ist.

Bemerkung 15.24. Bezeichnen p,q: |X xg X| — |X| die beiden Projektionen, so ist die
Inklusion

IAX)] € {(z,y) € |X x5 X[ | q(x) = p(y)}
im Gegensatz zu der analogen Situation bei topologischen Rdumen nicht unbedingt eine
Gleichheit. Ist beispielsweise X = Spec(C) und S = Spec(R), so gilt
CorC = Rlz]/(z?+1)®r C = Clz]/(z?+1) = Clz]/(z+1)(z—-1) = CxC
nach dem Chinesischen Restsatz A.2. Daher besteht der unterliegende topologische Raum

von X xg X = Spec(C @ C) aus zwei Punkten, wihrend |X| und damit auch |A(X)]
einpunktig ist.

Lemma 15.25. Ein Morphismus von affinen Schemata ist separiert und insbesondere
ist jedes affine Schema separiert.

Beweis. Ist Spec(A) = X — S = Spec(R) ein Morphismus affiner Schemata, so ist die
Abbildung A: X — X xg X per Konstruktion gerade gegeben durch die Multiplikation

ARrA — A

(15.26) a®a — aad

welche offenbar surjektiv ist. Damit ist A eine abgeschlossene Immersion. |
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Bemerkung 15.27. Es sei daran erinnert, dass ein Monomorphismus in einer Kategorie ein
Morphismus f: X — Y ist, sodass fiir alle zwei Morphismen g, ¢': T — X die Implikation

fo=1td = g=4¢
gilt. In der Kategorie der Mengen, der topologischen Rdume, der abelschen Gruppen und
der Ringe sind die Monomorphismen genau die injektiven Abbildungen. Es ist leicht zu

sehen, dass ein Morphismus f: X — Y in einer beliebigen Kategorie ein Monomorphismus
ist genau dann, wenn die Diagonale

Af:X—>X><yX

ein Isomorphismus ist. Insbesondere ist also ein Monomorphismus von Schemata separiert.

Ein Morphismus in einer Kategorie, der die zu der obigen Bedingung duale Bedingung
erfiillt, heifit Epimorphismus. In der Kategorie der Mengen und der abelschen Gruppen sind
die Epimorphismen genau die surjektiven Abbildungen. In der Kategorie der Ringe ist jede
surjektive Abbildung ein Epimorphismus, allerdings ist iiberraschenderweise auch die (nicht
surjektive) Inklusion Z < Q ein Epimorphismus von Ringen.

Weil ein Epimorphismus in der Kategorie Ring mittels Spec einem Monomorphismus
in Aff = Ring® entspricht und die Inklusion Aff C Sch ein Rechtsadjungierter ist, der
Limiten und damit auch Monomorphismen bewahrt, wird jeder Epimorphismus von Ringen
durch Spec auf einen Monomorphismus von Schemata abgebildet und ist also insbesondere
separiert.

Lemma 15.28. Eine abgeschlossene Immersion i: Z — X wvon Schemata ist ein Mo-
nomorphismus und daher insbesondere separiert.

Beweis. Seien g, ¢': T — Z Schemamorphismen mit ig = ig’. Da die ¢ unterliegende Abbil-
dung [i| von topologischen Réumen stetig und injektiv und damit ein Monomorphismus von
topologischen Riumen ist, gilt |g| = |¢’|. Wir wissen nach Lemma 15.10, dass i*: Ox — .0z
halmweise surjektiv ist und betrachten ¢f, ¢'*: Oy — 9+(O1) = ¢.(Or) sowie die Komposi-
tion

i.(g") oder i (g'%) .

Ox — i, (0z) ZYLAT ),y 0 (OF).

Also ist i, (g%) = i*(g’ﬁ). Wir wissen bereits, dass die Koeinheit i~ ¢, — id ein Isomorphismus
ist falls i eine abgeschlossene (oder offene) Immersion ist. Daher folgt ¢* = ¢’ '’

Aus der vorherigen Bemerkung 15.27 folgt, dass ¢ separiert ist. O

Lemma 15.29. Sei X ein Schema. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(1) X ist separiert.
(2) Fiir alle affinen offenen Teilmengen U und V' von X ist auch der Schnitt UNV

affin und die kanonische Abbildung
(15.30) Ox(U)®z0x(V) — Ox(UNV)
s®t = Sunvtiuny

surjektiv. )
(8) Es gibt eine affine offene Uberdeckung {U; — X}, sodass auch alle Schnitte
U; NU; affin sind und die analogen kanonischen Abbildungen (15.30) surjektiv.

Beweis. Angenommen es gilt (1) und wir mochten (2) zeigen. Wir haben ein Faserprodukt

UNV —L~ U Xgpeemy V

l |

X #) X X Spec(Z) X
wobei die beiden vertikalen Pfeile offene Immersionen sind. Es ist U Xgpec(z) V ein affines
Schema. Ist nun X separiert und daher A eine abgeschlossene Immersion, so gilt dieses auch
fir h nach Lemma 15.19. Daher ist nach Satz 15.13 auch U NV ein affines Schema und h*
gerade die surjektive Multiplikationsabbildung wie in (15.26).
Es ist klar, dass aus (2) auch (3) folgt.
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Angenommen es gilt (3) und wir mochten (1) zeigen. Sei also {U; < X} eine offene affine
Uberdeckung von X. Nach Voraussetzung sind alle Schnitte U; N U; affin und die obige
Multiplikationsabbildung h* surjektiv. Dieses bedeutet, dass die (zu der obigen analoge)
Abbldung h eine abgeschlossene Immersion ist nach Satz 15.13. Schliellich ist auch A eine
abgeschlossene Immersion, da man dieses nach Lemma 15.18 lokal auf dem Ziel testen kann
und {U; Xgpec(z) Uj =+ X Xgpec(z) X } eine offene Uberdeckung ist. O

Beispiel 15.31. Mit dem vorherigen Lemma 15.29 kann man zeigen, dass die Doppelpunkt-
gerade X,

die durch Verkleben von U; := Spec(k[x]) und Us := Spec(k[y]) entlang
¢jii Ura = Ui\ {0} = Spec(klz,2™']) = Spec(kly,y']) = Uz \ {0} = Un
r =Y.

gebildet wird, nicht separiert (und nach Lemma 15.25 insbesondere nicht affin) ist.

Satz 15.32. Sei S ein Schema und seien f,g: X — Y zwei Morphismen in Sch/S
von einem reduzierten Schema X in ein separiertes Schema Y — S. Fulls es eine
dichte offene Teilmenge U C X gibt mit fiy = gju, dann folgt schon f = g.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass f(z) = g(x) auf topologischen Réumen gilt fiir alle
x € X. Wir betrachten den durch die universelle Eigenschaft des Faserprodukts gegebenen
Morphismus (f,g): X =Y xgY. Das Diagramm

Y — S

zeigt Ao f = (f,f). Es gilt (f,f)iv = (f,9)v, also (f,g)(U) € A(Y) und daher U C
(f,9) Y (A(Y)). Nun ist aber (f, g) stetig und A(Y’) nach Voraussetzung abgeschlossen. Also
ist X = (f,9) 1 (A(Y)), weil U dicht war und damit f(z) = g(z) fiir alle z € X.

Wir miissen noch zeigen, dass die Abbildungen auf den zugehorigen Ringgarben gleich
sind. Dafiir kénnen wir X = Spec(B) und Y = Spec(A) affin annehmen. Also sind f und g
mit Korollar 10.23 durch Ringmorphismen ¢, ¢: A — B induziert. Wir wollen zeigen, dass
@ = ¢. Sei also b € B und betrachte a := ¢(b) — ¢(b). Nach Voraussetzung gilt a;; = 0,
also U C V(a). Es folgt Spec(A) = V(a), da U dicht ist. Satz 5.2 impliziert dann a € Nil(A).
Weil X und damit auch A reduziert sind, folgt @ = 0 und die Behauptung ist gezeigt. ]
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16. Endlichkeitsbedingungen

Bevor wir uns einigen Endlichkeitseigenschaften widmen, wollen wir eine allgemeine Be-
weistechnik kennen lernen, die es erlaubt, Eigenschaften von Schemata auf affinen Unter-
schemata zu verstehen. Dazu benétigen wir zunichst den folgenden niitzlichen Trick.

Lemma 16.1 (Nikes Lemma). Sei X ein Schema und U = Spec(A), V = Spec(B)
zwei affine offene Unterschemata von X. Dann wird U NV wvon affinen offenen Teil-
mengen W iiberdeckt, die sowohl in Spec(A) als auch in Spec(B) basisoffen sind.

Beweis. Falls der Schnitt U NV leer ist, so ist nichts zu zeigen. Sei also x € U NV ein
Punkt. Wir zeigen, dass x in einer Teilmenge W C U NV liegt, die sowohl in U als auch in
V' basisoffen ist. Daraus folgt dann offenbar die Behauptung. Wir dekorieren die Notation
D(s) fiir eine basisoffene Menge mit einem zusétzlichen Index, der auf den Ring hinweist, in
dessen Spektrum die jeweilige basisoffene Menge basisoffen ist.

Da die D 4(s) eine Basis der Topologie auf Spec(A) bilden, gibt es ein Element s € A mit
x € Da(s) CUNV. Ebenso finden wir ein Element b € B mit

x € Dp(b) C Dy(s) CV = Spec(B)
Wir setzen W := Dp(b) und mochten ein s’ € A finden mit W = D 4(s"). Die Restriktions-
abbildung der Strukturgarbe Ox induzieren nach Korollar 9.11 einen Ringhomomorphismus
B: B — A[%]. Es ist B(b) = & € A[1], und daher also (b)s® = s'a in A. Setze s’ := s'a.
Dann gilt
Da(s") = Du(sta)

D4(s)NDa(a (Korollar 4.5)

)
{p € Spec(A[{]) | a(p) # 0}
= {p € Spec(A[]) | B(b)(p) # 0} (B(b)s® = s'a)
= {p e Da(s) | b(B(p)) # 0} (Bemerkung 15.16)

)
D4(s) N {q € Spec(B) | b(q) # 0}
Da(s)N Dp(b)

= Dz(b),
was die Behauptung zeigt. Dies sechste Gleichung gilt, da jedes q € Spec(B), das in Dy(s)
liegt, im Bild der Abbildung 8: D4(s) < V liegt, also von der Form S(p) ist. |

Lemma 16.2 (Affine Kommunikation). Sei X ein Schema und (€) eine Eigenschaft
von affinen offenen Unterschemata U — X, sodass die folgenden beiden Bedingungen
erfillt sind.

((1) Vererbung auf Basisoffene) Ist Spec(A) — X eine affines offenes Untersche-
ma, das (E) erfillt und s € A, so hat D4(s) — Spec(A) — X auch (£).

((2) Uberpriifung auf basisoffener Uberdeckung) Ein affines offenes Untersche-
ma Spec(A) — X erfillt (£), falls es s1,...,8, € A gibt, die das Einsideal
erzeugen, sodass jedes D 4(s;) < Spec(A) — X die Eigenschaft (€) erfillt.

Hat dann X eine offene Uberdeckung durch affine Unterschemata U; — X, die jeweils
(&) erfiillen, so erfiillt jedes affine offene Unterschema von X bereits (£).

Beweis. Sei {U; <+ X} eine affine offene Uberdeckung durch Unterschemata U; mit der
Eigenschaft (£) und sei U — X ein beliebiges affines offenes Unterschema. Nach dem vor-
herigen Lemma 16.1 kénnen wir U; N U durch affine Unterschemata W;; iiberdecken, die
sowohl in U; als auch in U basisoffen sind. Dann haben nach der ersten Voraussetzung die
W;; auch die Eigenschaft (£). Da wir mittels der Quasikompaktheit von U nach Satz 4.12
eine endliche Uberdeckung von U durch die W;; auswéhlen konnen, hat U die Eigenschaft
(€) nach der zweiten Voraussetzung. O
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In der folgenden Definition schreiben wir mit einer natiirlichen Zahl n zur Abkiirzung F (™
anstelle der direkten Summe @, F. Da endliche direkte Summen mit endlichen Produkten
iibereinstimmen, schreiben wir dafiir auch lediglich F”.

Definition 16.3. Sei (X, Ox) ein geringter Raum. Ein Ox-Modul F heifit

(1) endlich erzeugt, wenn es eine offene Uberdeckung {U; < X} gibt und fiir jede
Uberdeckungsmenge U; eine natiirliche Zahl k; und eine Surjektion von Garben

ki
OX|Ui — Fu, =0,

(2) endlich prasentiert, wenn es eine offene Uberdeckung {U; < X} gibt und fiir
jede Uberdeckungsmenge U; natiirliche Zahlen k; und /; und eine exakte Sequenz

Oxv, = Oxu,

— Flu, — 0,
(3) kohdrent, wenn er endlich erzeugt ist und alle Kerne von (nicht unbedingt sur-
jektiven) Abbildungen O§(|U — Fju fiir ein offenes Unterschema U — X auch

endlich erzeugt sind.

Bemerkung 16.4. Offenbar gelten fiir einen Ox-Modul F die Implikationen
F kohdrent = F endlich prasentiert = F endlich erzeugt und quasikohérent.

Der folgende Satz 16.6 zeigt, dass die drei Begriffe aus Definition 16.3 hiufig dquivalent
sind. Fiir den Beweis des Satzes brauchen wir noch das folgende Lemma.

Lemma 16.5. Sei X = Spec(A) ein affines Schema. Ein A-Modul M is endlich er-
zeugt (bzw. endlich prdsentiert) genaw dann wenn der assoziierte O x-Modul M endlich
erzeugt (bzw. endlich prdisentiert) ist.

Beweis. Wir zeigen nur die Aussage iiber endliche Présentation, da die endliche Erzeugt-
heit analog funktioniert. Nach Lemma 14.18 ist der Funktor * exakt und eine endliche
Priisentation von M als A-Modul liefert eine endliche Prisentation von M als O x-Modul.

Nehmen wir andererseits an, dass M endlich présentiert ist, so finden wir nach Definition
eine offene Uberdeckung {U; < X} und fiir alle i exakte Sequenzen

l;
Ox v,

— O’;gwi — Fu, =0
Da Exaktheit halmweise definiert ist, bleibt sie unter weiterer Einschrénkung erhalten. Daher
kénnen wir annehmen, dass es sich bei der Uberdeckung {U; — X} um eine wegen Satz 4.12

endliche Uberdeckung durch basisoffene Teilmengen U; = D(s;) handelt. Wir sind also in

der Situtation eines A-Moduls M mit Erzeugern si,...,s, des Einsideals von A derart,
dass M[ZX] ein endlich prisentierter A-Modul ist. Daraus folgt, genau wie im Beweis von
Lemma 11.27, dass M bereits endlich prasentiert ist. O

Satz 16.6. Sei X cin lokal noethersches Schema und F ein Ox-Modul. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(1) F ist endlich erzeugt und quasikohdrent.
(2) F ist endlich prisentiert.
(3) F ist kohiirent.

Beweis. Wegen Bemerkung 16.4 miissen wir nur zeigen, dass aus endlicher Erzeugtheit mit
Quasikohérenz bereits Kohérenz folgt. Sei also F endlich erzeugt. Wir betrachten eine offene
Teilmenge U — X und eine Abbildung f: O§(|U — Fjy und miissen zeigen, dass dessen
Kern endlich erzeugt ist. Dazu konnen wir uns auf kleinere Teilmengen einschréinken und
deshalb U = Spec(A) als affin annehmen. Da X lokal noethersch ist, kénnen wir wegen
Lemma 11.27 und Korollar 11.35 annehmen, dass A ein noetherscher Ring ist. Wegen der
Quasikohédrenz gilt F = M fiir einen A-Modul M nach Satz 14.24. Es ist M nach dem
vorherigen Lemma 16.5 endlich erzeugt. Die Abbildung f korrespondiert nach Korollar 14.25
zu einem Morphismus ¢ : A¥ — M von A-Moduln. Da A ein noetherscher Ring ist, ist jedoch
ker(¢) endlich erzeugt, und damit ist nach dem vorherigen Lemma 16.5 auch

ker(f) = ker(p) = ker(i2)™
endlich erzeugt. |
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Lemma 16.7. Sei (X,Ox) ein geringter Raum und sei F ein endlich prisentierter
Ox -Modul. Dann ist fiir alle Ox-Moduln G und alle x € X der kanonische Morphismus

I_I()JOX (‘/—:a g)x — HomOXYz(‘FQH ga’:)
bijektiv.

Beweis. Wir fixieren einen Ox-Modul G und betrachten die beiden Funktoren

F = Homy, (—,G).: Ox-Mod — Ox,-Mod

F':= Homo, ,((—)z,Gz): Ox-Mod — Ox,-Mod.
Die Einschréinkung von Homomorphismen definiert eine natiirliche Transformation von Funk-
toren n: F — F'. Wir wollen zeigen, dass die Auswertung n(F): F(F) — F'(F) fiir endlich
prisentierte Ox-Moduln F ein Isomorphismus ist. Fiir offenen Umgebungen U von z fak-
torisieren beide Funktoren iiber die Einschrinkung Ox-Mod — Opy-Mod und wir kénnen
von vornherein X durch ein geeignetes solches U ersetzen und annehmen, dass es eine exakte
Sequenz

Ok - 0% - F—0
von Ox-Moduln gibt. Da 7 eine natiirliche Transformation ist, erhalten wir ein kommutatives
Diagramm
0 —— F(F) —— F(0O%) —— F(O%)

0 —— FI(F) — F'(0%) — F'(0%)
mit exakten Zeilen. Da die beiden Funktoren F' und F” linksexakt sind und mit endlichen
direkten Summen vertauschen (und diese entsprechen ja endlichen direkten Produkten), ist
mit dem Fiinferlemma nur zu zeigen, dass

U(OX): F(Ox) — F/(Ox)

ein Isomorphismus ist. Dieses ist aber klar nach Definition der beiden Funktoren. (|

Korollar 16.8 (Ein Isomorphismus auf einem Halm dehnt sich aus). Es seien
(X,0x) ein geringter Raum und F und G zwei endlich prasentierte Ox-Moduln. Sei
x € X und N

¢: Fo = Go
ein Isomorphismus. Dann gibt es eine offene Umgebung U von x und einen Isomorphis-
mus f: Flg — Gu mit fo = .

Beispiel 16.9. Die Aussage des vorherigen Korollars 16.8 ist ohne die Bedingung der end-
lichen Présentiertheit nicht im Allgemeinen richtig. Ist beispielsweise X = Spec(Z) und
F =7Z,G =Q, so gibt es mit « = (0) € Spec(Z) einen Isomorphismus

von Ox-Moduln. Andererseits ist jede offene Teilmenge U C Spec(Z) von der Form D(s)
fir s € Z und F(U) = Z[%] ist nie zu G(U) = Q isomorph. Natiirlich ist Q kein endlich
priasentierter Z-Modul und nach Lemma 16.5 damit auch G nicht endlich préisentiert.

Definition 16.10. Ein Morphismus f: X — Y von Schemata heift

(1) quasikompakt, wenn die Urbilder von offenen, quasikompakten Teilmengen von
Y wieder quasikompakt sind,
(2) quasisepariert, wenn der Diagonalmorphismus

Ap: X = X xy X
quasikompakt ist,

(3) gegs, wenn er quasikompakt und quasisepariert ist,
(4) affin, wenn die Urbilder affiner offener Unterschemata von Y wieder affin sind.

Ein Schema X heif8t quasisepariert, wenn f: X — Spec(Z) quasisepariert ist.
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Beispiel 16.11.

(1) Eine abgeschlossene Immersion ist quasikompakt, da eine abgeschlossene Teilmenge
eines quasikompakten topologischen Raums wieder quasikompakt ist (die fehlende
weitere kleine Beobachtung ist eine Ubung).

(2) Ist X ein noethersches Schema, so ist jeder Morphismus f: X — Y qcqs wegen
Lemma 11.33.

(3) Ein separierter Morphismus ist quasisepariert mit (1).

(4) Eine abgeschlossene Immersion ist qcgs mit (1), Lemma 15.28 und (3).

(5) Morphismen zwischen affinen Schemata sind affin, da ein Faserprodukt von affinen
Schemata wieder affin ist mit Lemma 12.7.

Lemma 16.12 (ALOCT). Sei f: X — Y ein Morphismus von Schemata. Die Eigen-
schaften (P)

quasikompakt, separiert, quasisepariert, qcgs, affin, offene/abgeschlossene Immmersion

von f sind affin lokal im Ziel, d.h. es sind sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) f ist (P). §
(2) Es gibt eine affine offene Uberdeckung {V; < Y} sodass jedes f=1(V;) (P) ist.

Beweis. Wir zeigen das Lemma nur fiir die Eigenschaften (P) der Quasikompaktheit und
Affinitét und lassen den Beweis fiir die restlichen Eigenschaften als Ubung.

Wir starten mit der Eigenschaft (P) der Quasikompaktheit. Da eine beliebige quasikom-
pakte offene Teilmenge V < Y eine endliche Vereinigung affiner offener Unterschemata ist
und sich Quasikompaktheit auf einer endlichen offenen Uberdeckung priifen lisst, ist die
Aussage (1) dquivalent zu

(1°) Fiir alle affinen offenen Unterschemata V <Y ist f~1(V) quasikompakt.

Die Aquivalenz zwischen (1’) und (2) folgt nun aus dem Lemma 16.2 iiber affine Kommu-
nikation: Dafiir iiberlegt man sich mit Hilfe von Satz 4.12 zunéchst leicht, dass ein Schema
quasikompakt ist genau dann, wenn es eine endliche affine offene Uberdeckung hat. Nun
sagen wir, dass ein affines Unterschema V — Y die Eigenschaft (£) hat, falls f=(V) ei-
ne endliche affine offene Uberdeckung besitzt. Da mit Lemma 12.7 Faserprodukte affiner
Schemata wieder affin sind, vererbt sich diese Eigenschaft mit Lemma 12.6 entlang Inklusio-
nen D(s) < V' affiner Schemata. Da man weiterhin Quasikompaktheit auf einer endlichen
offenen Uberdeckung iiberpriifen kann, ist auch die zweite Voraussetzung der affinen Kom-
munikation erfiillt.

Nun betrachten wir die Eigenschaft (P) der Affinitdt und verwenden wieder das Lem-
ma 16.2 iiber affine Kommunikation. Die erste Voraussetzung ist klar nach Beispiel 16.11.(4).
Sei also oBdA Spec(A) = Y affin und s1,...,s, € A Erzeuger des Einsideals mit affinem
Urbild f=1(D(s;)). Wir wollen zeigen, dass X affin ist. Nach Satz 10.20 faktorisiert f als

X 2 Spec(Ox (X)) L5 Spec(A)

weshalb wir A = Ox (X) und f = n annehmen kénnen. Wir wollen zeigen, dass n ein Isomor-
phismus ist. Dieses kénnen wir lokal auf Y = Spec(Ox (X)) nachweisen. Durch Natiirlichkeit
von 7) erhalten wir ein kommutatives Diagramm

X X Y

T T

o

DX(Si) F) SpeC(Ox(Dx(Si))) — Dy(Si)

Dx (si)

und miissen zeigen, dass der A-Algebrenhomomorphismus
A[] = Ox(Dx(s1))

ein Isomorphismus ist. Nach Satz 14.24 geniigt es zu zeigen, dass 7.Ox quasikohérent ist.
Lemma 16.21 unten garantiert dieses, wenn n qcgs ist. Quasikompaktheit folgt aus dem
ersten Teil dieses Beweises, und Quasisepariertheit leicht daraus, dass die Diagonale A,
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iiber

faktorisiert. O

Korollar 16.13. FEine abgeschlossene Immersion ist affin. Ein affiner Morphismus ist
quasikompakt und separiert.

Beweis. Nach dem vorherigen Lemma 16.12 und Lemma 15.19 ist eine abgeschlossene Im-
mersion affin. Nach dem vorherigen Lemma 16.12 und Satz 4.12 ist ein affiner Morphismus
quasikompakt. Die Separiertheit folgt mit Lemma 16.12 und Lemma 15.25. ]

Bemerkung 16.14. Durch die Quasikompaktheit eines jeden Morphismus zwischen affinen
Schemata, handelt es sich bei der Quasikompaktheit also um eine globale Endlichkeitsbedi-
nung, die man nicht durch Ubersetzung einer korrespondierenden Bedingung in Kommuta-
tiver Algebra erhélt.

Definition 16.15 (Stabilitéitseigenschaften). Sei P eine Eigenschaft von Morphis-
men f: X — Y von Schemata. Wir definieren die folgenden Eigenschaften einer solchen
Eigenschaft P neben der in Lemma 16.12 betrachteten Eigenschaft ALOCT.

(COMP, Stabilitidt unter Komposition) Die Komposition zweier Morphismen aus P
ist wieder in P.

(BC, Stabilitidt unter Basiswechsel) Ist f: X — Y in P und Y’ — Y ein beliebiger
Schemamorphismus, so ist auch der Basiswechsel X xy Y’ — Y’ wieder in P.

(LOCS, Lokalitit auf der Quelle) Ein Schemamorphismus f: X — Y ist in P genau
dann, wenn es eine offene Uberdeckung {U; < X} gibt, sodass jede Ein-
schrankung U; — X — Y in P ist.

Bemerkung 16.16. Ist P eine Eigenschaft von Morphismen mit COMP und BC, so hat sie

auch die Eigenschaft

(PROD, Stabilitidt unter Produkten) Sind f: X — Y und f': X’ — Y’ in P, so ist auch
fxfl: XxX =Y xY wieder in P,

denn f x f’ ist die Komposition der oberen horizontalen Morphismen in den folgenden

Pullbacks.

XxX — Y xX' Y xX —— Y xY'
Lo L
X%Y Y’%y/

Diese Beobachtung funktioneiert auch relativ iiber einem Basisschema S.

Lemma 16.17. Sei (P) eine Eigenschaft von Morphismen von Schemata mit COMP
und BC. Sei (Q) die folgende Eigenschaft von Morphismen f: X — Y.

Die Diagonalabbildung Ay: X — X xy X erfillt (P).
Dann hat auch diese Eigenschaft (Q) COMP und BC.

Beweis. Wir betrachten zunéchst die Eigenschaft BC. Sei

x -2, x

s

y 2,y
Pullback von Schemata, sodass f die Eigenschaft (Q) hat. Mit Lemma 12.6 folgt, dass

X' g X
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ein Pullback ist durch Ergénzung mit dem Pullbackdiagramm

X xyr X —99) L x X

| B

X’ g X

nach unten. Da nun die Eigenschaft (P) stabil unter Basiswechsel ist, hat mit Ay auch Ay
diese Eigenschaft, was genau bedeutet, dass f’ die Eigenschaft (Q) besitzt.

Fiir COMP betrachten wir zwei Morphismen X 1y v % 7 und faktorisieren Ay als

A id,id
X 20 x xy x W v X
Dass es sich bei dieser Komposition wirklich um Ag; handelt, sieht man mit der universellen
Eigenschaft von X x z X leicht ein. Mit einem &hnlichen Argument wie oben zeigt man, dass
das Diagramm
/

Xxy X — 1 Ly

(id,id)l lAg

Xxy X —D oy v

ein Pullback ist. Haben nun sowohl Ay als auch A, die unter Basiswechsel (BC) stabile Ei-
genschaft (P), so haben beide Morphismen in der Faktorisierung von A diese Eigenschaft,
und wir sind fertig, da (P) COMP hat. O

Lemma 16.18. Die Eigenschaften (P)
quasikompakt, separiert, quasisepariert, qcgs, affin, offene/abgeschlossene Immmersion

eines Morphismus von Schemata haben jeweils COMP und BC.

Beweis. Es ist klar, dass Quasikompaktheit stabil ist unter Komposition. Sei also

XxgV — > X

| |

Y — §

ein Pullback von Schemata, wobei f ein quasikompakter Morphismus ist Sei V' C Y eine
quasikompakte offene Teilmenge. Wir konnen Y durch V ersetzen und finden wie folgt eine
endliche Uberdeckung von X xg Y durch quasikompakte Teilmengen: Im ersten Schritt
stellen wir fest, dass Y durch die Urbilder von affinen Teilmengen von S iiberdeckt wird.
Durch Quasikompaktheit von Y konnen wir eine endliche Teiliiberdeckung finden. Indem
wir zu einer offenen Teilmenge tibergehen, konnen wir also S als affin annehmen. Da der
Morphismus f quasikompakt ist, wird dann X von endlich vielen affinen offenen Teilmengen
iiberdeckt, deren Faserprodukte iiber S mit Y eine endliche affine offene Uberdeckung von
X XgY liefern. Da affine Schemata quasikompakt sind wir fertig mit Satz 4.12.

Es ist klar, dass offene Immersionen stabil sind unter Komposition. Stabilitéit unter Ba-
siswechsel haben wir in Lemma 12.8 gezeigt.

Es ist klar, dass abgeschlossene Immersionen stabil sind unter Komposition. Stabilitét
unter Basiswechsel haben wir in Lemma 15.19 gezeigt.

Aus dem letzten Lemma 16.17 folgt direkt, dass Separiertheit und Quasisepariertheit
ebenfalls COMP und BC haben.

Es ist klar, dass affine Morphismen stabil sind unter Komposition. Stabilitat unter Basis-
wechsel zeigt man @hnlich wie oben bei der Quasikompaktheit. Dieses ist eine Ubung. O

Der Hauptgrund, warum man sich fiir qcqgs Morphismen interessiert, ist der Folgende.

Lemma 16.19. Sei f: X — Y ein qcqs Morphismus von Schemata. Ist V — Y ein
offenes affines Unterschema, so hat das Urbild f=* (V') eine endliche offene Uberdeckung
{U; = f~Y(V)} mit der Eigenschaft, dass alle Durchschnitte U; N U; wiederum eine
endliche offene affine Uberdeckung besitzen.
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Beweis. Da f quasikompakt ist, hat das Urbild f~!(V) eines offenen affinen Unterschemas
V < Y eine endliche Uberdeckung {U; — f~!(V)};ez durch affine offene Unterschemata
von X. Seien i,j € Z, dann ist

UiXVUj:UiXij—)Y

als Basiswechsel offener Immersionen eine offene Immersion nach Lemma 16.18 . Auflerdem
ist U; xv Uj; als Faserprodukt affiner Schemata affin, sodass

UinU; =U; xx Uj = ATH(U; xy Uj)

durch die Quasisepariertheit eine quasikompakte Teilmenge von X ist, also eine endliche
affine offene Uberdeckung besitzt. O

Lemma 16.20. Ein Schema X ist quasisepariert genau dann, wenn fir alle zwei offe-
nen affinen Unterschemata U und V' der Schnitt U NV quasikompakt ist.

Beweis. Dieses ist eine Ubung. ]

Da der Beweis von Lemma 14.31 genau diese Eigenschaft aus dem vorherigen Lemma 16.20
benétigte, erhalten wir die folgende Verallgemeinerung.

Lemma 16.21. Sei f: X — Y ein gcgs-Morphismus zwischen Schemata. Dann be-
wahrt das direkte Bild f. quasikohdrente Moduln und schrdankt somit zu einem Funktor

f«: QCoh(X) — QCoh(Y)

ein.

Da wir nun die globalen Endlichkeitsbegriffe von Quasikompaktheit und Quasisepariert-
heit kennen, kénnen wir ein wichtiges Resultat aus der Kommutativen Algebra in die Welt
der Schemata iibersetzen und damit geometrisch interpretieren: Den Homomorphiesatz, oder
genauer die Folgerung, dass jeder Ringhomomorphismus ¢: A — B kanonisch {iber die Pro-
jektion m: A — A/ ker(p) faktorisiert. In affine Schemata iibersetzt entspricht dieses einer
Faktorisierung

Spec(B) 4 Spec(A)
Spec(A/ ker(p)) Z

in einen Morphismus 7 mit dichten Bild nach Korollar 5.14 und eine abgeschlossenen Im-
mersion . (Siehe auch die kurze Diskussion vor Lemma 5.13.)

Definition 16.22. Das schematheoretische Bild einer Abbildung f: X — Y von Sche-
mata ist ein abgeschlossenes Unterschema i: Z < Y zusammen mit einer Faktorisierung

f

X ——M 'Y
A

sodass ¢ initial ist mit dieser Eigenschaft, d.h. sodass es fiir jede abgeschlossene Immersi-
on ¢ : Z' — Y und Faktorisierung f = i’Z’ es einen eindeutigen Morphismus t: Z — Z’
gibt, sodass das Diagramm

kommutiert.
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Beispiel 16.23. Ist ¢: A — B ein Morphismus von Ringen, so ist das schematheoretische
Bild nach der vorherigen Diskussion genau durch

i: Spec(A/ker(yp)) < Spec(B)
gegeben.

Satz 16.24 (Existenz des Schematheoretischen Bilds). Sei f: X — Y quasikom-
pakt. Dann existiert das Schematheoretische Bild i: Z < Y won f und ist in der Kor-
respondenz von Satz 15.17 durch Die quasikohdrente Idealgarbe

Z :=ker(Ox — f.Oy)

gegeben. Der unterliegende topologische Raum von Z ist genau der Abschluss des Bildes
|7 (X)| und insbesondere ist g dominant.

Beweis. Ein abgeschlossenes Unterschema i': Z' < X liefert eine kurze exakte Garben-
sequenz
0—>7 = Oy —=i.0z — 0.

Eine Faktorisierung f = ¢'¢’ induziert eine Faktorisierung Oy — i,0z — f.Ox, also einen
induzierten Morphismus von Kernen Z' — Z. Ist nun Z quasikohérent, so erhalten wir ein
zugehoriges abgeschlossenes Unterschema i: Z < Y und der Morphismus Z' — 7 iibersetzt
sich gerade in den gesuchten Morphismus ¢ : Z — Z’.

Wir miissen also noch die Quasikohérenz von Z zeigen. Da es sich dabei um eine lokale
Eigenschaft handelt, konnen wir Y als affin annehmen und mit der Quasikompaktheit von
f das Schema X durch endlich viele affine offene Unterschema Uy, ..., U, — X iiberdecken.
Wir definieren

fx =[xty
i=1
und bemerken, dass f’ als Morphismus zwischen affinen Schemata qcgs ist. Daher ist fLOx:
nach Lemma 16.21 quasikohérent. Durch einen Blick auf die Halme sieht man sofort, dass
Ox — h.Ox/ injektiv ist. Da f. nach Satz 14.10 ein Rechtsadjungierter ist und damit
Injektivitéat erhilt, ist auch

ein injektiver Morphismus, weshalb
7= ker(OX — f*Oy) = ker(OX — f*Oy — inX’)

als Kern eines Morphismus quasikohérenter Garben nach Lemma 14.26 selbst wieder quasi-
kohé&rent ist.

Nun wollen wir noch zeigen, dass |f(X)| dicht in |Z]| liegt. Dies kénnen wir auf einer
affinen Uberdeckung von Y iiberpriifen und daher Y als affin annehmen. Da dann jedes
abgeschlossene Unterschema von Y affin ist, faktorisieren alle Morphismen von X in solche
abgeschlossenen Unterschemata nach Bemerkung 7.21 und Satz 10.20 eindeutig {iber den
kanonischen Morphismus

X — Spec(Ox (X)),

sodass X — Y und die Faktorisierung Spec(Ox (X)) — Y dasselbe schematheoretische
Bild in Y haben. Wir kénnen also nur den zweiten Morphismus betrachten und X als affin
annehmen. Nach Definition entspricht dann ¢ einem injektiven Ringhomomorphismus und
ist also dominant nach Korollar 5.14. ]

Definition 16.25. Ein Morphismus f: X — Y von Schemata heifit lokal von endli-
chem Typ falls fiir alle affinen offenen Unterschemata V «— Y und U < f~'V der
induzierte Morphismus

(=)

) 2O, 04 (771v) 2 oy ()

Oy (V

von endlichem Typ ist.
Ein Morphismus f: X — Y von Schemata heif3t von endlichem Typ falls er lokal von
endlichem Typ und quasikompakt ist.
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Die Eigenschaft lokal von endlichem Typ zu sein, lisst sich auch auf festen Uberdeckungen
priifen, wie das folgende Lemma zeigt, welches eine zu ALOCT #hnliche Eigenschaft zeigt.

Lemma 16.26. Sei f: X — Y ein Morphismus von Schemata. Dann sind die folgen-
den Bedingungen dquivalent.

(1) Der Morphismus f is lokal von endlichem Typ.
(2) Es ezistiert eine aﬁcine offene Uberdeckung {V; — Y }iez und fiir jedes i € T
eine affine offene Uberdeckung {U;; — f~'V;}jez., sodass

# (v, (O,
oy (V) 9 o4 (r~1v) —25, 0k (Uyy)

fir alle i € T und j € J; von endlichem Typ ist.

Beweis. Wir betrachten die folgende zusétzliche Aussage.
(1°) Fiir alle affinen offenen Unterschemata V < Y existiert eine affine offene Uberdeck-
ung {U; — f~'V},cz, sodass

oy (V) 2290 04 (F71v) & 0x(U;)

fiir alle j € J von endlichem Typ ist.

Die Implikationen (1) = (1’) = (2) sind klar.

Um (2) = (1’) zu zeigen, bezeichnen wir die in (1) gennante Eigenschaft von V mit ()
und zeigen, dass sie die Bedingungen der affinen Kommunikation (Lemma 16.2) erfiillt. Sei
dazu V = Spec(A) — Y eine ein affines offenes Unterschema mit Eigenschaft (£). Wir ha-
ben also eine affine offene Uberdeckung von f~1(V) mit U; = Spec(B;) gegeben, sodass der

Ringhomomorphismus ¢;: A — B; von endlichem Typ ist. Dann wissen wir fiir s € A, dass

f71(Spec(A[2])) nach Lemma 4.9 durch Spec(Bj[%(S)]) iiberdeckt wird und die Ringabbil-
1 J

dungen A[1] — B; [W] ebenfalls von endlichem Typ sind. Dieses zeigt den Vererbungsteil
der affinen Kommunikation. Sei fiir den Uberpriifungsteil V' = Spec(A) < Y ein affines of-
fenes Unterschema iiberdeckt durch V; = Spec(A[S%]), sodass f~1V; = Ujes, Spec(Bij) eine
Uberdeckung durch affine offene Unterschemata ist und A[si] — B;; endlichem Typ. Dann
ist auch A — B;; von endlichem Typ, und die Gleichheit

vy = U Spec(By)
il jeJ;
zeigt, dass V' die Eigenschaft (£) hat. Damit zeigt das Lemma iiber affine Kommunikati-
on 16.2, dass iiberhaupt jedes affine offene Unterschema V — Y die Eigenschaft (£) hat,
also (17) gilt.

Um (1’) = (1) zu zeigen, fixieren wir nun ein solches V' < Y und ersetzen Y durch V
und X durch f~'V. Wir miissen also zeigen, dass jedes affine offene Unterschema U von X
die Eigenschaft hat, dass

Oy(Y)— Ox(U)

von endlichem Typ ist und nennen diese Eigenschaft (£). Wir sind mit dem Lemma 16.2 der
affinen Kommunikation fertig, wenn wir den Vererbungs- und den Uberpriifungsteil davon
zeigen. Der Vererbungsteil ist klar, da sich die Eigenschaft (£) auf basisoffene Teilmengen
von U vererbt, weil die Komposition von Ringhomomorphismen von endlichen Typ wieder
von endlichem Typ ist. Es bleibt noch der Uberpriifungsteil fiir () zu zeigen. Sei dazu
U = Spec(B) eine affine offene Teilmenge von X und ty,...,t,, € B Erzeuger des Ein-
sideals, sodass der Ringhomomorphismus Oy (Y) — B [%] jeweils von endlichem Typ ist.
Wir kénnen durch Eliminierung der Nenner fiir jedes j eine endliche Familie g;1,...,g; K;
von Elementen aus g € B finden, deren Bilder den Ring B[%} als Oy (Y')-Algebra erzeugen.
Nach Voraussetzung gibt es 1, ..., i, € B mit

Sei nun B’ C B die Oy (Y)-Unteralgebra von B, die von den p1, ..., ftm, den t1,... ¢y
und allen (endlich vielen) g, erzeugt wird. Wir wollen B’ = B zeigen und wihlen dazu ein
Element b € B. Nach Konstruktion finden wir fiir alle j ein gemeinsamen Exponenten d mit
t?b € B'. Da auch p; € B’ gilt, erzeugen die ¢4, ...,t, € B’ auch das Einsideal von B’. Mit
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Korollar 4.5 erzeugen dann auch die t¢,...t¢ das Einsideal von B’ und es gibt vy, ...,y
mit 1 = 11t + ... + v,,t%. Dann folgt

b=0b-1=v(t{0) +... + v (tid) € B’
was die Behauptung zeigt. O

Korollar 16.27. Sei f: Spec(B) — Spec(A) ein Morphismus affiner Schemata mit
zugehorigem Ringhomomorphismus ¢: A — B. Dann ist f genau dann von endlichem
Typ, wenn ¢ (lokal) von endlichem Typ ist.

Korollar 16.28. Die Figenschaft lokal von endlichem Typ zu sein erfillt ALOCT,
COMP und BC.

Beweis. Dieses ist eine Ubung. ]

Beispiel 16.29. Eine abgeschlossene Immersion ist von endlichem Typ. Eine offene Immersion
ist lokal von endlichem Typ, aber nicht undbedingt von endlichem Typ.

Lemma 16.30. Eine offene Immersion f: U — X in ein lokal noethersches Schema
X ist von endlichem Typ.

Beweis. Nach dem vorherigen Beispiel 16.29 geniigt es zu zeigen, dass f quasikompakt ist.
Nach Lemma 16.12 kénnen wir annehmen, dass X affin ist und damit insbesondere ein
noethersches Schema nach Satz 4.12. Mit Korollar 11.31 hat X einen noetherschen unterlie-
genden topologischen Raum. Es ist aber jede (und insbesondere jede offene) Teilmenge eines
noetherschen topologischen Raums nach Lemma 11.33 wieder ein noetherscher topologischer
Raum und damit insbesondere quasikompakt. Also ist f quasikompakt. (]

Lemma 16.31. Sei f: X — Y ein Morphismus von endlichem Typ undY ein noether-
sches Schema. Dann ist auch X ein noethersches Schema.

Beweis. Nach Lemma 11.30 konnen wir die Noetherschheit auf einer endlichen offenen
Uberdeckung von X iiberpriifen. Es ist die Quelle einer quasikompakten Abbildung mit
quasikompaktem Ziel wieder quasikompakt. Nun folgt die Aussage aus Lemma 16.26 und
dem aus der Kommutativen Algebra bekannten Resultat, dass eine endlich erzeugte Algebra
iiber einem noetherschen Ring wieder noethersch ist. |

Satz 16.32. Sei k ein Korper und X ein Schema, das lokal von endlichem Typ tiber
Spec(k) ist. Dann gilt fir einen Punkt x € X :

x ist ein abgeschlossener Punkt <= k — k(z) ist eine endliche Kdrpererweiterung

Beweis. Fiir die Implikation ,,=¢ kénnen wir X = Spec(A) affin annehmen, da die rechte
Seite der Aquivalenz sicherlich unabhéngig von einem offenen Unterschema U um x € X ist
und mit Bemerkung 4.2 fiir die Unabhéngigkeit der linken Seite gilt, dass

{z}={a}nU={a}* nU = {a}”

womit x auch ein abgeschlossener Punkt von U ist. Im affinen Fall X = Spec(A) ist « nach
Lemma 4.7 ein Maximalideal von A. Dann ist k¥ < k(x) nach Lemma 3.9 endlich weil nach
Korollar 16.27 die Ringabbildung k — A von endlichem Typ ist.

Fiir die Implikation ,,<=* mo6chten wir X zun#chst mit Hilfe von Lemma 15.21 durch das
reduzierte Schema {z} ersetzen. Tatséchlich &ndert sich der Restklassenkorper k(x) eines
Punktes nicht unter einer abgeschlossenen Immersion. Ist ndmlich i: Z — X eine solche
und z € Z, so gibt es ein kommutatives Diagramm (vgl. Bemerkung 15.16)

OX,i(z) B OZ,Z

| i

k(i(2)) —— k(2)

wobei die obere Abbildung gerade der Halm von i*(i%): i*(Ox) — i*i,(Oz) = Oz an z € Z
ist und damit surjektiv, da i* surjektiv ist nach Lemma 15.10 und der Voraussetzung. Folglich
ist auch die untere horizontale Abbildung surjektiv und damit ein Isomorphismus.
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Sei also X das reduzierte Schema {z}. Wir méchten {2} = {2} zeigen. Sei y € {z}.
Dann withlen wir eine affine offene Umgebung y € Spec(A) < {z}. Nach Satz 11.22 ist
x € Spec(A) auch der generische Punkt der offenen und nichtleeren Teilmenge Spec(A4), da
es der generische Punkt von {x} ist. Nach Lemma 11.37 ist A ein Integrititsbereich und
also das Nullideal (0) in A. Wir betrachten

k Quot(A) = k(z)

T~

A

und nach Lemma 3.17 ist der Kern der injektiven Abbildung A < Quot(A) ein Maximalideal.
Damit ist (0) C A ein Maximalideal und also A ein Korper. Weil z, y € Spec(A) folgt damit
also ¢ = y, was die Behauptung zeigt. O

Korollar 16.33. Sei k ein Kiorper und X ein Schema, das lokal von endlichem Typ
dber Spec(k) ist. Dann ist die Menge Xo C X der abgeschlossenen Punkte dicht.

Beweis. Angenommen, die offene Menge X \ X, wire nichtleer. Dann finden wir ein affines
offenes Unterschema Spec(A) C X, das in X \ X enthalten ist, sodass A nicht der Nullring
ist. Also hat Spec(A) nach Lemma 4.7 einen (in Spec(A) und ohne Weiteres nicht in X)
abgeschlossenen Punkt z.

Da nach Beispiel 16.29 eine offene Immersion lokal von endlichem Typ ist, ist auch die
Komposition Spec(4) — X — Spec(k) lokal von endlichem Typ. Damit ist nach dem vor-
herigen Satz 16.32 die Korpererweiterung k < k(x) endlich und daher nach dem gleichen
Satz der Punkt = abgeschlossen in X, also x € X;. Dieses ist ein Widerspruch. |

- 117 -



Anhang A. Kommmutaive Algebra

A.1. Ringe und Ideale.

Unsere Standardreferenz fiir kommutative Algebra ist das Buch [1]. Begriffe wie zum
Beispiel Ring oder Modul werden wir nicht explizit definieren sondern die Definitionen aus
[1] benutzen. Es sei aber daran erinnert, dass ein Ring A bei uns immer kommutativ ist und
ein Einselement besitzt, also ein (folglich eindeutiges) Element 1 € A mit la = a fiir alle
a € A. Es ist also insbesondere der Nullring (0) ein Ring, und zwar der einzige mit 1 = 0. Ein
Ringhomomorphismus f: A — B hat per Definition die Eigenschaft, dass er die Eins von A
auf die Eins von B abbildet, also f(14) = 1p gilt. Es ist das Bild eines Ringhomomorphismus
f+ A — B ein Unterring von B, der Kern von f ist aber nicht unbedingt ein Unterring von A.

Eine A-Algebra ist ein Ring B mit einem Ringhomomorphismus f: A — B. (Man kann
also Elemente aus B mit Elementen aus A ,skalarmultiplizieren“ durch a-b := f(a)b und B ist
insbesondere ein A-Modul). Jeder Ring ist eine Z-Algebra. Ein A-Algebrenhomomorphismus
f: B — B’ ist ein Ringhomomorphismus, sodass das Dreieck

A
B—1L . p
kommutiert. Ein A-Algebrenhomomorphismus Alxy,...,x,] — B ist festgelegt durch die
Bilder z; — g; und man schreibt A[gi,...,g;] € B fiir dessen Bild (welches auch eine
A-Algebra ist).
Ein Ideal I in einem Ring A ist eine additive Untergruppe, sodass gilt

acAundz €l =axcl.

Fiir ein Ideal I C A gilt I = A genau dann, wenn 1 € I. Ein Ideal I C A ist insbesondere
ein A-Modul und alle Untermoduln des A-Moduls A sind genau die Ideale von A. Ist M ein
A-Modul und G C M eine Teilmenge, so ist

AG :={a191+ ...+ angn € M | a; € Aund g; € G}
der von G erzeugte Untermodul von M. Man setzt Af) = 0. Ein A-Modul M heiit endlich
erzeugt (als Modul), falls ¢1,...,g, € M existieren mit M = A{g1,...,gn}. Eine A-Algebra
B heifit von endlichem Typ (oder endlich erzeugt als Algebra), falls g1, ..., g, € B existieren
mit B = Alg1,...,gn] und endlich, wenn B endlich erzeugt ist als A-Modul. Natiirlich gilt
hier die Implikation
endlich = von endlichem Typ.

Beispiel A.1. Es ist A[z] eine A-Algebra von endlichem Typ aber sie ist nicht endlich, da
Az = A A ... als A-Modul.

Ein beliebiger Durchschnitt von Untermodul eines A-Moduls M ist wieder ein Untermodul
und es gilt
AG = N N,

NCM Untermodul
GCN

also ist AG der kleinste Untermodul von M, der G enthiilt. In dem Spezialfall M = A heifit
(@) := AG das von G erzeugte Ideal. Ein Ideal I heifit also endlich erzeugt, falls es Elemente
X1y...,Zn € I gibt mit I = (zq,...,2,) := A{z1,...,2,}. Ein Ring A heiit noethersch,
wenn jede aufsteigende Idealkette stationdr wird. Dieses ist genau dann der Fall, wenn jedes
Ideal endlich erzeugt ist.

In Gegensatz zum Durchschnitt ist eine Vereinigung von Untermoduln nicht unbedingt
ein Untermodul und deren Summe ist der kleinste Untermodul, der die Vereinigung enthélt:
Ist {N;};cr eine beliebige Familie von Untermoduln von M, so definiert man deren Summe

als
YierNi = A(UierNi)
= {a191+... +angn € M |a; € Aund g; € (UierN;)}
= {aig1+...+angn € M| a; € Aund g; € N;}
= {m1++mn€M|m]€Nl}
= ,alle endlichen Summen von Elementen aus den N;“.
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Insbesondere ist auf diese Weise eine Summe von Idealen definiert und es gilt im Spezialfall

(@1, o)+ W1y Ym) = (X1, o Ty Y1y e oy Ym)-

Fiir eine endliche Menge Iy, I, ..., I, von Idealen definiert man auflerdem deren Produkt
als

I - I, = A{z1ze- -z € Al x5 € I}
Es folgt im Speziellen, dass I" = {z1- -z, € A|z; € [} und

@1y ) Y1y e oy Um) = (T1Y1, Z1Y2y -« -« s TnYm)-

Die beiden betrachteten Operationen fiir Ideale sind assoziativ und kommutativ und es gilt
1325 J5) = >2;1J; sowie Iy - -+ - I, C Ii N... N L. Ideale I, J C A heilen koprim, falls
I+J=A.

Ist {A;}icr eine Familie von Ringen, so definiert man deren direktes Produkt als die
Produktmenge [[,.; A; mit komponentenweiser Addition und Multiplikation. Das direkte
Produkt mit Nullringen ist (bis auf Isomorphie von Ringen) irrelevant. Sind jeweils Ideale
I; C A; gegeben, so ist deren Produkt ein Ideal in [] A; und ist I endlich, so sind diese
genau die Ideale im Produkt.

Satz A.2 (Chinesischer Restsatz). Sind I ..., I, paarweise koprime Ideale in A, so
gilt Iy - --- - IL,=LnN...N1I,. Auferdem ist der injektive Ringhomomorphismus

A/ﬂj — A/L x...x A/,
a+n; I — (a+1,...,a+1,)

i diesem Fall auch surjektiv, also ein Isomorphismus.

Beispiel A.3. Die Ideale I1 = (x) und Iy = (y) im Polynomiring A = k[x,y] sind nicht
koprim und der injektive Ringhomomorphismus

klz,y] /((x) ) = kloyl — kloyl/(z) < klz,y]/(y) = kly] x k2]
f(_v_) = (f(O,—),f(—,O))

ist nicht surjektiv, denn er trifft nur Paare (g, h) von Polynomen mit gleichem konstanten
Term, also mit g(0) = h(0).

Ein Element a € A heifit Einheil, wenn es ein (folglich eindeutiges) b € A gibt mit
ab = 1. Es bezeichnet A* die multiplikative abelsche Gruppe der Einheiten von A. Eine
Ringabbildung A — B induziert einen Gruppenhomomorphismus A* — B*. Ein Ring # 0
in dem jedes Element # 0 eine Einheit ist, heifit Kdrper. Fiir ein Ideal I C A gilt

I ist Mazimalideal <= A/I ist ein Korper
<= (0) ist Maximalideal in A/T
<= [ # A und kein Ideal liegt echt zwischen I und A.

Ein Element a € A heifit Nullteiler, wenn es ein b # 0 in A gibt mit ab = 0. Ein Ring # 0
in dem es keine Nullteiler # 0 gibt, heifit Integrititsbereich. Fiir ein Ideal I C A gilt

I ist Primideal <= A/I ist ein Integritétsbereich
<= (0) ist Primideal in A/T
<— [#Aundabel=aclVbel
— [#Aund JKCI=JCIVKCI.

Ein Element a € A heifit nilpotent, wenn es n > 0 gibt mit ¢ = 0. Ein Ring in dem es
keine Nilpotenten # 0 gibt, heifit reduzierter Ring. Fiir ein Ideal I C A definiert man das
zugehorige Radikalideal als VT := {a € A | a™ € I fiir n > 0}, es heiBt Nil(A) := 1/(0) das
Nilradikal von A und A,eq := A/ Nil(A) der zu A gehorige reduzierte Ring. Ein Ring A ist
genau dann reduziert, wenn A = A,.q. Es gilt

I ist Radikalideal A/I ist ein reduzierter Ring
(0) ist Radikalideal in A/T
Die Inklusion I C VT ist eine Gleichheit

aelfireinn>0=acl.

Iy
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Fiir ein Element a € A # 0 gelten die Implikationen
Einheit = kein Nullteiler = nicht nilpotent,
fiir einen Ring A die Implikationen
Korper = Integritidtsbereich = reduzierter Ring
und fiir ein Ideal I C A die Implikationen
Maximalideal = Primideal = Radikalideal.

Beispiel A.4. Sei A ein Ring und f = a,2™ + - - 4+ ag € Alz] ein Polynom, dann gilt

f ist Einheit & ag ist Einheit und aq,...,a, nilpotent,
f ist Nullteiler < es gibt ein b # 0 in A mit fb =0,
f ist Nilpotent <« alle ag,...,a, sind nilpotent

und folglich gilt beispielsweise Nil(A[z]) = Nil(A)[z].

Summen und Produkte von radikalen, primen oder maximalen Idealen haben jeweils nicht
unbedingt die gleiche Eigenschaft. Ebenso sind Durchschnitte von maximalen und primen
Idealen nicht unbedingt wieder von dieser Form. Es gilt allerdings fiir Ideale Iy, ..., I, die
Formel

(A.5) LN..0VI,b=vhn.. . NLy=+T 1,

Fiir positive Exponenten o; gilt \/(¢7%,...,9n") = \/(gl, ..oy gn) und /p® = p fir ein
Primideal p C A. Auflerdem ist ein beliebiger Durchschnitt von Radikalidealen ein Radikal-
ideal. Unterringe von Koérpern sind nicht unbedingt wieder Korper, wie das Beispiel Z <— Q
zeigt. Hingegen sind Unterringe (ungleich Null) von Integrititsbereichen wieder solche und
Unterrige reduzierter Ringe wieder reduziert.

Die maximalen Ideale in einem endlichen direkten Produkt A; x ... x A, von Ringen
sind von der Form A; x ... xm; X ... x A, wobei m; C A; Maximalideal ist. Die analoge
Aussage gilt auch fiir Primideale und Radikalideale.

Ringhomomorphismen schicken Einheiten auf Einheiten und es kénnen Nichteinheiten
zu Einheiten werden, wie das Beispiel Z — Q zeigt. Ringhomomorphismen miissen nicht
unbedingt Nullteiler auf Nullteiler schicken wie das Beispiel 3 € Z/6 — Z/2 zeigt und nicht
unbedingt Nichtnullteiler auf Nichtnullteiler wie das Beispiel Z — Z/2 zeigt. Ringhomomor-
phismen schicken Nilpotente auf Nilpotente und es kénnen Nichtnilpotente zu Nilpotenten
werden. Urbilder von Idealen unter Ringhomomorphismen sind wieder Ideale. Das Glei-
che gilt fiir Radikalideale und Primideale, jedoch nicht fiir Maximalideale, wie das Beispiel
Z — Q 2 (0) zeigt. Bilder von Idealen unter Ringhomomorphismen sind nicht unbedingt
wieder Ideale. Dieses ist aber beispielsweise richtig, wenn der Ringhomomorphismus surjek-
tiv ist. Surjektive Ringhomomorphismen f: A — B sind (bis auf Isomorphie von Ringen)
genau die Quotientenabbildungen mit B = A/I und f(a) = a + I fiir ein Ideal I C A.
Die Quotientenabbildung f kommutiert mit Summen von Idealen und es gilt im Speziellen
(a1y...,an)+I=(a1+1,...,a,+1).

Satz A.6 (Idealkorrespondenz fiir Quotienten). Ist f: A — A/I mit a — a + I ein
surjektiver Ringhomomorphismus, so gibt es eine inklusionserhaltende Bijektion

Ideale J C A, J=f() Ideale von
die I enthalten F LK) K AT

die auf mazimale, prime und radikale Ideale einschrinkt.

Man definiert fiir ein gegebenes Ideal I C A und ein Primideal p C A
p ist minimales Primideal iber I <= I C p und kein Primideal liegt echt dazwischen.

Ein minimales Primideal von A ist ein minimales Primideal iiber dem Ideal (0).
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Satz A.7. Jeder Ring A # 0 hat mindestens ein maximales Ideal. Fiir ein Ideal I # A
in einem Ring A gibt es mindestens ein minimales Primideal iiber I.

Bemerkung A.8. Es ist vielleicht lohnenswert sich einmal eine Anwendung des Lemmas von
Zorn genauer anzuschauen, also zum Beispiel dessen Anwendung im Beweis des ersten Teils
des vorherigen Satzes:

— Es sei ein (nichtleeres) Poset P gegeben, also zum Beispiel eine Teilmenge der Po-
tenzmenge. In dem hiesigen Fall ist dieses die Menge der echten Ideale.

— Eine total geordnete Teilmenge 7" von P heifit eine Kette und alle diese in P sollen
eine obere Schranke in P besitzen. Im hiesigen Fall ist dieses eine Kette von Idealen
Iy €I C ... und deren Vereinigung UI; ist, wie man leicht sieht, ein echtes Ideal.

— Also hat P nach dem Lemma von Zorn (mindestens) ein maximales Element, es gibt
also kein grofleres Element in P. Im hiesigen Fall ist dieses ein maximales Ideal.

Korollar A.9. FEin Element eines Ringes A ist eine Einheit genau dann, wenn es in
keinem Primideal (d.h. in keinem Mazimalideal) enthalten ist.

Ein Ring A mit genau einem maximalen Ideal m heifit lokaler Ring und man schreibt
dafiir auch (A, m). Insbesondere ist ein Korper ein lokaler Ring mit maximalem Ideal (0).
Ein Ring A mit genau einem minimalen Primideal p heifit irreduzibel. Insbesondere ist ein
Integritdtsbereich irreduzibel mit minimalem Primideal (0).

Lemma A.10 (Primvermeidung). Wenn ein Ideal I C A in einer Vereinigung

IC Opi
=il

von endlich vielen Primidealen p1,...,p, C A enthalten ist, so ist I schon in einem der
p; enthalten.

Eine multiplikative Teilmenge eines Ringes A ist eine Teilmenge S C A mit 1 € S und
a,b € S = ab € S. Die Lokalisierung von A an S ist der Ring S~'A zusammen mit dem
Ringhomomorphismus lg : A — S~ A gegeben durch die Eigenschaft, dass jeder Ringhomo-
morphismus f: A — B sodass alle Elemente von f(S) invertierbar sind, eindeutig iiber lg
faktorisiert, also das Diagramm

ks
ls\/‘ 'v.H!

S~1A
kommutiert. Diese Lokalisierung existiert und ist gegeben durch

ls:A = AxS/~

a
a 15

wobei [(a,s)] =: ¢ ~ ‘;—: = [(a’, ¢")] genau dann, wenn 3t € S mit t(as’ — ax’) = 0. Die Loka-
lisierungsabbildung [g ist injektiv genau dann, wenn S keine Nullteiler enthélt. Aufierdem
gilt
ST'A=0 <+ 0e€S <= Nil(4)nS#0.
Die Einheiten von S~!'A sind genau die Elemente ¢, sodass es ein b € A gibt mit ab € S.
Sind S C S’ zwei multiplikative Teilmengen von A, so gibt es nach der obigen universellen
Eigenschaft einen Ringhomomorphismus
S~tA — S§71A

a a
a 5 a
s s

der mit den Lokalisierungsabbildungen [g und ls/ ein kommutatives Dreieck bildet.
Bemerkung A.11. Fiir einen Ring A gibt es einen A-Algebrenisomorphismus

STIA A@Hseﬂ/(

a
" = aZg.

zss—1]s€S9)
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Analog zu der obigen Situation fiir Ringe, definiert man fiir einen A-Modul M die Lokali-
sierung von M an S als den S~!'A-Modul S~'M zusammen mit dem A-Modulhomomorph-

ismus
lSIM — MXS/N

moo—

Ist insbesondere I C A ein Ideal, so ist S™'I C S~!A ein Ideal und gegeben durch

ST ={2ecS'A|lacTund sc S} = (S"tA)s(I).
Es kommutiert S~!(—) mit endlichen Summen, Produkten, endlichen Durchschnitten und
Radikalen von Idealen. Insbesondere gilt Nil(S~1A4) = S~ Nil(A).

Lemma A.12 (Quotient und Lokalisierung). Ist S C A multiplikativ und A — A/I
ein surjektiver Ringhomomorphismus, dann ist die Teilmenge S := S + I von A/I
multiplikativ und der kanonische Ringhomomorphismus

S_l(A/I) S_IA/S—II

a+l a -1
s+1 s + S I

T e

ist ein Isomorphismus.

Es gibt die beiden folgenden wichtigen Spezialfille einer Lokalisierung:
Ist p ein Primideal, so heif3t
Ay =(A\p) "A={%]acAund s e A\p}

die Lokalisierung von A an p. Der Ring A, ist ein lokaler Ring mit dem maximalem Ideal
pp = (A\p)"'p={%]acpseA\p} Die Lokalisierungsabbildung A — A, ist injektiv,
wenn beispielsweise A ein Integritétsbereich ist. Es gilt immer A, # 0. Sind p’ C p zwei Prim-
ideale so gilt A\p C A\ p’ und es gibt nach obiger Betrachtung einen Ringhomomorphismus
A, — Ay Ist A ein Integritétsbereich (und also (0) ein Primideal) so heiit die Lokalisierung
Quot(A) := Ao der Quotientenkirper von A. In diesem Fall sind alle Lokalisierungen nach
Primidealen Unterringe von Quot(A).

Ist f € A ein Element, so heifit

ALl :={1,5,5% ..} 7" A={% |ac Aund n >0}

die Lokalisierung von A weg von s und ist nicht unbedingt ein lokaler Ring. Es ist die
Lokalisierungsabbildung A — A[1] injektiv genau dann, wenn s kein Nullteiler ist. Es gilt
auferdem

A[1] =0 <= s ist nilpotent.
Fiir zwei Elemente s,s’ € A liefert die universelle Eigenschaft einen Ringhomomorphismus
AlL] = Al mit & — % Dieser stimmt (bis auf Isomorphie von Ringen) mit der
Lokalisierungsabbildung A[2] — A[1][1] = A[L;] {iberein, d.h. eine Lokalisierung weg von
einem Produkt von Elementen kann man ,,sukzessive” durchfiihren.
Bemerkung A.13. Fiir eine multiplikative Teilmenge S C A eines Rings A induzieren die
kanonischen A-Algebrenhomomorphismen A[%} — S7LA fiir s € S einen A-Algebrenisomor-
phismus

colimgeg A[%} = ST1A,

mit Strukturabbildungen A[1] — A[1] falls s|s’ (also s’ = sr) fiir den Kolimes wie oben.

Satz A.14 (Idealkorrespondenz fiir Lokalisierungen). Ist ls: A — S™'A eine Lokali-
sierung, so gibt es eine inklusionserhaltende (aber nicht unbedingt bijektive) Zuordnung

JS~!
{ Ideale J C A } e — [deale
lsl(K)<—cK von ST A
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mit S7H(—)lg' = id und (J NS # 0) & (S7'J = S'A) die einschrinkt auf eine

Bijektion
Ideale J C A Ideale
mit J = J* von ST1A

wobei J° :={a € A | sa € J fir ein s € S} die Saturierung ist und die auf minimale,
prime und radikale Ideale einschrinkt. Fir ein Primideal J C A mit J NS = (0 gilt
J = J?, sodass man hierfir die obige Bijektion schreiben kann als:

Primideale J C A Primideale
mit JNS =0 von S™1A

In den beiden Spezialenfillen, der Lokalisierung an einem Primideal p und der Lokalisie-
rung weg von einem Element s liefert der vorherige Satz insbesondere also die Bijektionen:

‘«—

Primideale J C A
mit J Cp

—|

Primideale
von A,

mit s ¢ J von A[{]

{Primideale JCA } Primideale

Fiir zwei Primideale p’ C p wurde oben der kanonische Ringhomomorphismus A, — A
erwdhnt. Dieser stimmt (bis auf Isomorphie von Ringen) mit der Lokalisierungsabbildung
Ay, — (Ap)% = A, iiberein, d.h. eine Lokalisierung nach in einander enthaltenen Primidea-
len kann man ,sukzessive“ durchfiihren. Fiir ein Primideal p C A gilt

k(p) := Quot(A/p) == (A/p)0) = Ap/Pp

und heiflt der Restklassenkdrper von p.

I
=
&
g1

(A[J:?y}/(xy - 1))(171,1/71)

8
|
—
8=
|
—
=

M1 R TR 111

Die erste Isomorphie folgt mit Bemerkung A.11. Die zweite Isomorphie folgt, da wegen der
Gleichung L —1 = —1(z—1) gilt, dass (zx—1,2 —1) = (2 —1). Die dritte Isomorphie gilt, da
zwei Lokalisierungen miteinander kommutieren. Die vierte Isomorphie gilt, da % € Alz](z—1),
weil x — 1 nicht x teilt. Die fiinfte Isomorphie gilt, da fiir jedes a € A die Unteralgebra-
Inklusion A[z — a] C Alx] eine Gleichheit ist, weil 2" = ((x —a) +a)" = (x —a)" +--- + a".
Die letzte Isomorphie folgt aus der Isomorphie A[z] = Az — a.

Fiir ein Element p € A gilt

p # 0 und p ist keine Einheit und
plab = pla oder p|b

p ist Primelement <=
<= (p) # (0) und (p) ist Primideal.
—
=

p ist irreduzibles Element p # 0 und p ist keine Einheit und

p = ab = a ist Einheit oder b ist Einheit
(p) # (0) und (p) ist maximal

unter den echten Hauptidealen

(falls A Hauptidealring <— (p) }é (0) und (p) ist Maximalideal).

(<= falls A Integritéitsbereich)

In einem Integritétsbereich ist ein Primelement auch irreduzibel. Die Umkehrung gilt bei-
spielsweise in einem faktoriellen Ring. Ist A ein faktorieller Ring, so gilt dieses auch fiir den
Polynomring Alzy, ..., z,].

- 123 -



Satz A.16 (Satz iiber das Nilradikal). Fiir jeden Ring A gilt
Nil(4)= () »
pCA

Primideal

Beweis. Ist A = 0 so ist die Aussage klar, denn ein Durchschnitt von Idealen iiber eine leere
Indexmenge ist der ganze Ring. Ist a € Nil(A4), also a™ = 0 fiir ein n > 0, und p ein Primideal,
so gilt a™ = 0 € p, also auch a € p. Fiir die andere Inklusion sei @ € Np. Angenommen, « ist
nicht nilpotent. Dann ist die Lokalisierung lg: A — A[%] # 0 nicht Null und nach Satz A.7
gibt es ein Primideal g C A[1] darin. Durch die Idealkorrespondenz fiir Lokalisierungen ist
I5'(q) € A ein Primideal welches a nicht enthilt. Dieses ist ein Widerspruch und daher ist
a nilpotent. O

Korollar A.17. In einem Ring A gilt fir ein Element
enthalten in minimalem Primideal —> Nullteiler

und die Umkehrung, falls A reduziert ist.

Beweis. Sei p ein minimales Primideal und a € p. Wir wollen zeigen, dass a ein Nullteiler
ist. Durch die Idealkorrespondenz fiir Lokalisierungen ist p, das einzige Primideal in der
Lokalisierung A,. Da ¢ € p,, ist es nach dem Satz iiber das Nilradikal nilpotent, also (§)" = 0
fiir ein n > 0. Dieses bedeutet, dass ein ¢t € A\ p existiert mit ta™ = 0. Da ¢ # 0 folgt, dass
a ein Nullteiler ist.

Sei nun A reduziert und a ein Nullteiler, also ab = 0 fiir b # 0. Wir wollen zeigen, dass a
in einem minimalen Primideal enthalten ist. Es gilt nach dem Satz iiber das Nilradikal

b ¢ 0= NII(A) = mp Primideal P = ﬂp minimales Primideal P,
es gibt also ein minimales Primideal p mit b ¢ p. Da 0 = ab € p folgt a € p. |
Beispiel A.18. In dem nicht-reduzierten Ring k[z,y]/(2?, zy) ist () das einzige minimale
Primideal, denn (22, zy) = (z) N (22, 2y, y?) = (z) N (z,y)?. Allerdigs ist y ¢ (z) und es ist
y ein Nullteiler.
Korollar A.19. Fir einen Ring A gilt
A ist irreduzibel <= A hat genau das minimale Primideal Nil(A)
<= Nil(A) ist Primideal.

Beweis. Ist A irreduzibel und hat also genau ein minimales Primideal p, so ist nach dem
Satz iiber das Nilradikal Nil(A) = p und insbesondere ist Nil(A) ein (minimales) Primideal.

Sei umgekehrt Nil(A) ein Primideal. Nach dem Satz iiber das Nilradikal wire Nil(A4) in
jedem anderen moglichen minimalen Primideal enthalten und daher kann es keine anderen
minimalen Primideale geben. Also ist Nil(A) das einzige minimale Primideal und insbeson-
dere A irreduzibel. |

Korollar A.20. Fir einen Ring A gilt

A ist Integritdtsbereich <= A ist irreduzibel und reduziert.

Ein Quotient und eine Lokalisierung eines noetherschen Rings ist wieder ein noetherscher
Ring.

Lemma A.21. In einem noetherschen Ring A gibt es nur endlich viele minimale Prim-

ideale uber einem gegebenen Ideal I # A.

Beweis. Der Satz A.7 zeigt, dass es mindestens ein Primideal {iber einem gegebenen Ideal I #
A gibt. Angenommen es gibt ein Ideal I # A mit unendlich vielen minimalen Primidealen
dariiber. Dann ist die Menge solcher Ideale nichtleer und ist

LCLC...

eine Kette von Idealen (mit jeweils unendlich vielen minimalen Primidealen tiber jedem I;),
so stabilisiert sich diese, da A noethersch ist, und hat somit eine obere Schranke. Mit dem
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Lemma von Zorn gibt es also ein maximales Element I der Menge von Idealen # A mit
unendlich vielen minimalen Primidealen dariiber. Es kann I kein Primideal sein, sonst wére
es sein einziges minimales Primideal iiber I. Also gibt es a,b € A mit ab € I, aber a ¢ I
und b ¢ I. Setze I, := I + (a) und I := I + (b). Ist p ein minimales Primideal tiber I, so
gilt ab € p, alsoa € poder b € p,alsol C I, Cpoder I C I, C p und p ist auch ein
minimales Primideal iiber I, oder I. Es miissen also unendlich viele der unendlich vielen
minimalen Primideale p iiber I auch minimale Primideale iiber I, oder iiber I, sein. Dieses
ist ein Widerspruch zur Maximalitéit von 1. |

Satz A.22 (Hilbertscher Basissatz). Ist A ein noetherscher Ring, so ist auch jeder Po-
lynomring Alxy, ..., x,] in endlich vielen Variablen noethersch.

Da Bilder noetherscher Ringe unter Ringhomomorphismen wieder noethersch sind folgt
aus dem Hilbertschen Basissatz:

A ist noethersch = Jede A-Algebra von endlichem Typ ist noethersch.

Beispiel A.23. Unterringe noetherscher Ringe sind nicht unbedingt wieder noethersch wie
das Beispiel k[z, zy, vy?,...] C k[z,y] zeigt, denn hier wird die aufsteigende Idealkette (x) C
(z,2y) € (z,2y,zy?) C ... nicht stationir.

Die (Krull-)Dimension dim(A) eines Ringes A ist definiert als das Supremum iiber die
Lange d > 0 von aufsteigenden Primidealketten

Po &P & S ha

Insbesondere gilt dim(0) = —oo und ein Kérper hat die Dimension Null. Ist p C A ein
gewihltes Primideal und betrachtet man nur aufsteigende Primidealketten die mit pgy = p
enden, so heifit das Supremum iiber deren Lénge die Hohe von p. Die Dimension von A ist
gleich dem Supremum iiber die Hohen der maximalen Ideale von A (eine kleinere Kette kann
man durch ein maximales Ideal verlingern). Die Hohe eines Primideals p C A ist genau die
Krull-Dimension dim(A,) des lokalen Rings A,, wie man mit der Idealkorrespondenz fiir
Lokalisierungen sieht. Die Hohe ht(I) eines beliebigen echten Ideals I C A ist definiert als
das Infimum {iber die Hohen der (minimalen) Primideale dariiber. Es gilt zusammen mit
der Idealkorrespondenz fiir Quotienten die Ungleichung

ht(I) + dim(A/T) < dim(A),

die nicht unbedingt eine Gleichheit ist, noch nicht einmal fiir Primideale I. Ein lokaler
noetherscher Ring hat endliche Krulldimension, was fiir einen beliebigen noetherschen Ring
aber nicht unbedingt gilt.

Satz A.24 (Krullscher Hauptidealsatz/Krullscher Hohensatz). In einem noetherschen
Ring A hat jedes minimale Primideal iber (a1, ... ,ay,) mazimal die Hohe n. Umgekehrt
ist jedes Primideal der Hohe n ein minimales Primideal iber einem Ideal (ay, ..., ay).
Fiir einen Ring A # 0 gilt

A ist artinsch <= A ist noethersch und dim(A) = 0.

Satz A.25. Ist A ein noetherscher Ring, so gilt
dim(A[z1, ..., x,)) = dim(A4) + n.
In einem noetherschen Ring ist jede Nichteinheit # 0 ein Produkt von irreduziblen Ele-
menten. Hierraus folgt, dass es in einem noetherschen Ring fiir jedes Primideal p irreduzible

Elemente a; gibt mit p = (a1,...,a,), wobei n die minimale Anzahl von Erzeugern des
Ideals p ist.

Ist (A, m) ein lokaler noetherscher Ring, so heifit die minimale Anzahl r = dimy(m) m/ m?
von Erzeugern des maximalen Ideals die Einbettungsdimension und es gilt

r < dim(A)

nach dem Krullschen Hohensatz. Ein solcher Ring heifit reguldr, wenn diese Ungleichung
eine Gleichung ist.
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Lemma A.26. Ein requlirer lokaler Ring ist ein Integritdtsbereich.

Eine Lokalisierung eines reguldren lokalen Rings nach einem Primideal ist wieder ein
reguldrer lokaler Ring. Ein beliebiger noetherscher Ring heiflt reguldr, wenn die Lokalisierung
an jedem seiner Primideale ein regulérer lokaler Ring ist. Allgemeiner heifit eine Eigenschaft
& von (einer geeigneten Teilmenge von) Ringen eine lokale Figenschaft, falls fiir alle Ringe
A (dieser Teilmenge) gilt

A hat & <= Jede Lokalisierung A, an einem Primideal hat £.

Es ist also Regularitit eine lokale Eigenschaft noetherscher Ringe. Ist £ eine lokale Eigen-
schaft, so gilt sogar: A hat £ <= Jede Lokalisierung A,, an einem Maximalideal hat £.

Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus. Ein Element b € B heifit ganz tiber A, wenn es

Nullstelle eines normierten Polynoms
"+ ap_ 12" 4 Fag

aus f(A)[z] ist. Es gibt eine Faktorisierung von f als
A ganz 121 . ganz abgeschlossen
durch Ringhomomorphismen, wobei A= {b € B| bist ganz iiber A} der ganze Abschluss
(von A in B) heifit (Dieses ist eine idempotente Konstruktion, d.h. der ganze Abschluss von
A in B ist wieder A). Diese Faktorisierung wird respektiert von einer beliebigen Lokalisierung
nach einer multiplikativen Teilmenge S C A. Ist A = A so heifit f ganz abgeschlossen und
ist A = B so heifit f ganz. Fiir einen Integritdtsbereich A und den Ringhomomorphismus
A < Quot(A) heifit A die Normalisierung von A und A heiit normal, falls A = A. Jeder
faktorielle und jeder regulire Ring ist normal.

Lemma A.27 (Lying over). Ist f: A < B ganz und injektiv, so ist jedes Primideal
p C A Urbild p = f~1(q) eines Primideals q C B.

Der niichste Satz wird mit dem sogenannten Going up Theorem bewiesen, welches wie-
derum mit dem Lemma A.27 gezeigt wird.

Satz A.28. Ist f: A — B ganz und injektiv, so gilt dim(A) = dim(B).

Lemma A.29. Fiir einen Ringhomomorphismus gilt

endlich <= wvon endlichem Typ und ganz.

Satz A.30 (Noether-Normalisierung). Sei k ein Korper und B # 0 eine k-Algebra von
endlichem Typ. Dann gibt es eine Faktorisierung
k— klz1,...,24) ‘LT)B
injektiv

des Strukturmorphismus von B.

Beweis. Weil B # 0 ist k — B injektiv. Da B von endlichem Typ ist, gibt es Erzeuger
J1s---59n € B mit B = klg1,...,9s]. Wir machen eine Induktion iiber die Anzahl n der
Erzeuger. Fiir n = 0 ist offenbar £ = B und wir sind fertig.

Im Induktionsschritt mochten wir die Aussage fir n Erzeuger zeigen. Falls g1,...,9n
algebraisch unabhéngig iiber k sind, also die k-Algebraabbildung k[z1,...,2,] — B mit
x; — g; injektiv, so ist k[zq,...,z,] = B und wir sind fertig. Andernfalls gibt es ein
0# f€klxr,...,x,) mit f(g1,...,gn) = 0. Setze h; := g; — gN’ fiir ein geeignetes N > 0,
was wir noch genauer festlegen werden. Es gilt offenbar

()
0 75 B = k[hl,...,hnfl] > k[hl,...,hn,hgn] = k[gl,...,gn} = B.

und wir wollen zeigen, dass g,, ganz iiber B’ ist. Dann sind wir mit Hilfe der Induktionsvor-
aussetzung fertig. Das Polynom f ist von der Form



fiir a,, € k. Der a-te Summand von f(g1,...,9n) = f(h1 + g,]lvl,...,hn,l + g,fynfl,gn) ist
Qo (b + gl )or - (hno1+g)" )=t gon

= a4 gF* + ( Terme von kleinerem Grad in g,, )

mit ko = N'ay +...+ N La,,_1 + a,,. Wir m6chten nun N so wihlen, dass es unter allen
Indizes v € N™ mit a,, # 0 genau einen gibt, sodass die Zahl k, am groiten ist. Dann gilt

0=f(g1,---,9n) = o gF* + ( Terme von kleinerem Grad in g,, )

womit wir nach Teilen durch a, eine Ganzheitsgleichung fiir g,, in k[hy,..., h,—1] = B’ ge-
funden hétten. Ein solche Zahl NV gibt es aber insbesondere, wenn es eine Zahl N gibt, sodass
alle ko mit a, # 0 verschieden sind. Dafiir wihlen wir N > max{«; | ¢ € {1,...,n},aq # 0},
denn dann sind die a,, a1, as, ..., a,—1 genau die Koeffizienten von

ko:=an+Nag+...+ N ta,
in der N-adischen Entwicklung und somit k,, durch o = («, . .., @, ) eindeutig festgelegt. O

Bemerkung A.31. Falls der Korper k in der Noether Normalisierung A.30 mindestens un-
endlich viele Elemente hat, so kann man im obigen Beweis die Definition von h; durch die
»lineare“ Definition h; := g; — A;gn ersetzen, wobei A1,...,A\,—1 € k so gewdhlt sind, dass

f()\la"w)\nflv]-) 7é 07

was bei einem unendlichen Kérper moglich ist.

Eine Kérpererweiterung f: k — B (also ein Ringhomomorphismus zwischen Kérpern)
heilt algebraisch, wenn f ganz ist und andernfalls transzendent. Der Transzendenzgrad
trdeg,, (B) einer Korpererweiterung ist das grofite n > 0, sodass es einen injektiven Ringho-
momorphismus

frklxy,...,zp] — B
gibt. Durch die universelle Eigenschaft der Lokalisierung faktorisiert dieser natiirlich iiber
E(x1,...,25) := Quot(k[zy,...,x,]) — B. Eine Korpererweiterung heifit rein transzendent,
falls k(x1,...,2,) =& B ein Isomorphismus ist. Fiir jede Korpererweiterung k& < B gibt es

eine Faktorisierung
ganz

k— k(x1,...,2,) B

injektiv
in eine rein transzendente und eine (nicht unbedingt endliche) algebraische Kérpererweite-
rung. Durch die Noether Normalisierung sieht man, dass eine Korpererweiterung von end-
lichem Typ (als Algebra) schon algebraisch ist. Insbesondere ist der Ringhomomorphismus
klx1,...,2n] <= k(x1,...,2,) nicht von endlichem Typ.

Der Durchschnitt aller maximalen Ideale eines Rings heifit das Jacobson-Radikal Jac(A).
Nach dem Satz tiber das Nilradikal gilt Nil(A) C Jac(A). Aulerdem gilt 1 4 Jac(A) C A*.

Bemerkung A.32. Fiir einen Ring A gilt Nil(A[z]) = Jac(A[z]).

AN
Eimhiim
amax- (o) idale

Abbildung 2: Skizze der Ideale (x) und Primideale (o) eines Rings A
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A.2. Moduln und Tensorprodukte.
Sei A ein Ring. Eine (iiber eine Teilmenge I von Z indizierte) Sequenz

fn—2 fn-1 fn frna1
= My —— My —— M, —— M1 —— Mpi0 — -

von A-Moduln M; und A-linearen Abbildungen heifit Komplex, falls die Komposition zweier
aufeinanderfolgender Abbildungen stets die Nullabbildung ist, also falls im(f;—1) C ker(f;)
fiir alle moglichen ¢ € I gilt. Ein Komplex heifit exakt an der Stelle ¢ falls sogar die Gleichheit
im(f;—1) = ker(f;) gilt und ezakt, wenn er an allen moglichen Stellen i € I exakt ist.

Eine A-lineare Abbildung ¢: M — N von A-Moduln passt in eine exakte Sequenz

0 — ker(p) = M % N — coker(p) — 0

von A-Moduln, wobei coker(yp) := N/im(p). Die Abbildung ¢ ist ein Monomorphismus
genau dann, wenn ker(p) = 0 (also hier genau dann, wenn ¢ injektiv ist) und ein Epimor-
phismus genau dann, wenn coker(y) = 0 (also hier genau dann, wenn ¢ surjektiv ist). Ein
Isomorphismus ist eine A-lineare Abbildung, die ein Monomorphismus und ein Epimorphis-
mus ist. Eine exakte Sequenz

0 M LMo M=o
ist genau dann isomorph zu der trivialen exakten Sequenz
0—-M —>MaoM — M —0

wenn die Abbildung g einen Schnitt hat, also eine A-lineare Abbildung i: M" — M existiert
mit g o4 = idps~. Dieses ist genau dann der Fall, wenn die Abbildung f eine Retraktion hat,
also eine A-lineare Abbildung p: M — M’ existiert mit p o f = idys. Eine lange exakte
Sequenz kann wie folgt in kurze exakte Sequenzen aufgeteilt werden.

im(f,—2) im(f,)
/‘f \ f AN
— M,y —=2 s M, , —= > M, —>Mn+1*>
coker(frn—2) coker( f,)

Ein A-Modul heifit frei, wenn er isomorph zu einer direkten Summe @, Al ist. Ist der
Ring A = k ein Korper, so ist ein A-Modul genau ein k-Vektorraum und daher frei.

Lemma A.33 (Schlangenlemma). Sei A ein Ring und

M’ M M 0
NN
0 N’ N N

ein Diagramm von A-Moduln und A-linearen Abbildungen mit exakten Zeilen, so gibt
es eine exakte Sequenz

ker(¢") — ker(¢) — ker(y") — coker(¢’) — coker(¢) — coker(y")

die links mit einer Null erginzt werden kann, falls M’ — M ein Monomorphismus ist
und rechts mit einer Null erginzt werden kann, falls N — N’ ein Epimorphismus ist.

Lemma A.34 (5er-Lemma). Sei A ein Ring und

K M M M C
O A
L N N N D

ein Diagramm von A-Moduln und A-linearen Abbildungen mit exakten Zeilen, dann gilt

(1) ¢ und ¢" sind Epimorphismen und c ist ein Monomorphismus —>
© ein Epimorphismus,
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(2) ¢ und ¢" sind Monomorphismen und k ist ein Epimorphismus —>
p ein Monomorphismus.

Sind M und N zwei A-Moduln, so ist das Tensorprodukt M ® 4 N von M und N (iiber
A) ein A-Modul zusammen mit einer A-bilinearen Abbildung ®: M x N — M ® 4 N mit der
universellen Eigenschaft, dass jede A-bilineare Abbildung B: M x N — T eindeutig iiber
M ®4 N durch eine eindeutige A-lineare Abbildung M ®4 N — T faktorisiert, also das
Diagramm

M x N B T

B4

T Ty

M ®a N

kommutiert. Grob gesprochen ist das Tensorprodukt also ein ,,Linear-Macher® fiir bilineare
Abbildungen. Die Abbildung ®: M x N — M ®4 N ist nicht im Allgemeinen surjektiv und
Elemente m ®@n := ®(m, n) im Bild werden Elementartensoren genannt. Jedes Element von
M ®4 N ist eine endliche Summe von Elementartensoren. Oft wird die Strukturabbildung
ignoriert und der A-Modul M ® 4 N als das Tensorprodukt von M und N bezeichnet. Fiir
die Konstruktion teilt man die Relationen

(m+m)en = (men)+ (M ®n)
mem+n) = (m®n)+(men)
(am)®n = a(m®n) = m® (an)

aus dem freien A-Modul auf der Menge M x N heraus. Insbesondere kann man also wegen
der letzten Relation ,,Elemente aus dem Ring A nach vorne und hinten schieben“ und wegen
der ersten Relation gilt 0 ® n = 0.

Beispiel A.35. Es gilt Z/m ®z Z/n = Z/ggT(m,n).

Beispiel A.36. Ist A =k ein Korper, M ein k-Vektorraum mit einer Basis (v1,...,vp) und
N ein k-Vektorraum mit einer Basis (w1,...,wq), so hat der k-Vektorraum M ®; N die
Basis (v1 @ wi, ..., vp ® wg).

Ist f: M — M’ eine A-lineare Abbildung, so ist auch fQ N: M @4 N — M’ ® 4 N durch
m®n — f(m) ®n eine A-lineare Abbildung. Die Zuordnung (—) ® 4 N ist ein Funktor
von der Kategorie der A-Moduln in die Kategorie der A-Moduln und erfiillt die folgenden
Eigenschaften.

M®@aN =2 N®sM (Symmetrie)
(LOaM)@aN = L®s(M®asN) (Assoziativitét)
M®@sA =2 M (Neutralitit des Grundrings)
M®a0 = 0 (Nullmodul)
@B,cr(Mi@aN) = (B;e; M) ®a N (Direkte Summen/Distributivitét)

Lemma A.37 (Rechtsexaktheit des Tensorprodukts). Der Funktor (—)®aN ist rechts-
exakt, d.h. ist

ML ME M S0
eine exakte Sequenz von A-Moduln, so ist auch

MosNI2 Mo N BN M 94N =0

eine exakte Sequenz. Es gilt
ker(g ® N) = {A-Untermodul von M ® 4 N erzeugt von m ® n mit g(m) = 0}.
In der Situation des vorherigen Lemmas ist die induzierte gestrichelte surjektive Abbil-
dung
M @sN ——> M4 N 225 Mo N —— 0

$ | | |

00— ker(g@ N) ——> MasN 2% Mo, N —— 0
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nicht im Allgemeinen injektiv, das Tensorprodukt also nicht im Allgemeinen linksexakt. Ein
A-Modul N heifit flach, falls der Funktor (—) ® 4 N tatséichlich exakt ist, also falls fiir jeden
Komplex 0 - M’ — M — M" — 0 gilt

O—-M —-M-—->M'—=0 exakt =—
0=>M @UN-—-MI4N—=M'®4sN—0 exakt.

Ein A-Modul N heifit treuflach, falls diese Implikation eine Aquivalenz ist.
Fiir einen A-Modul gelten die Implikationen

frei = projektiv = flach.

Ist A noethersch, so ist jeder endlich erzeugte flache Modul auch projektiv. Ist A lokal, so
ist jeder endlich erzeugte flache Modul auch frei.

Sind B und C zwei A-Algebren, so hat das oben betrachtete Tensorprodukt B ® 4 C der
unterliegenden A-Moduln durch die innere Multiplikation (b ® ¢) - (b’ ® ¢) := bb’ ® e’ die
Struktur einer A-Algebra und das Diagramm

A— B

| e

c c—1®c B ®a c

von Ringen kommutiert.

Bemerkung A.38. Das obige Diagramm ist sogar ein Pushout-Diagramm in der Kategorie
der (kommutativen) Ringe (mit Eins), d.h. B ® 4 C ist charakterisiert durch die folgende
universelle Eigenschaft. Fiir jedes kommutative ungestrichelte Diagramm von Ringen und
Ringabbildungen

gibt es eine eindeutige Ringabbildung wie angedeutet, sodass alles kommutiert.

Ist A — B eine Ringabbildung und N ein B-Modul, so ist N auch ein A-Modul, was
man Einschrinkung von Skalaren nennt. Ist umgekehrt M ein A-Modul, so ist B ® 4 M
ein B-Modul, was man Erweiterung von Skalaren nennt. Diese beiden Konstruktionen sind
nicht im Allgemeinen invers zueinander.

Lemma A.39 (Kiirzungsregel). Ist A — B eine Ringabbildung, M ein A-Modul und

N ein B-Modul, so gibt es einen B-Modulisomorphismus
N@p(B®aM)=ZN®sM

wobei die B-Modulstruktur auf N @ 4 M durch b- (n ® m) := bn ® m gegeben ist.

Man sagt, dass die Ringabbildung A — B flach (bzw. treuflach) ist, falls B ein flacher
(bzw. treuflacher) A-Modul ist. Eine Komposition flacher (bzw. treuflacher) Ringabbildungen
ist wieder flach (bzw. treuflach). Erweiterung von Skalaren erhilt die Eigenschaften endlich
erzeugt, flach oder treuflach zu sein. Dieses ist fiir Einschrankung von Skalaren nicht im
Allgemeinen richtig.

Lemma A.40. Fine Lokalisierung ls: A — S—'A ist flach.

Beispiel A.41. Die Projektion A := k[z]/(z?) — k mit x — 0 ist nicht flach, denn es ist
0 - (&) > A = k — 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln (es ist (Z) das maximale
Ideal des lokalen Rings A), aber Anwenden von (—) ®4 A/(Z) ergibt die Nullabbildung
ko (2) @4 A)(Z) > A4 A)(Z) 2k, demn 201 5701 =1®7 = 0.

Beispiel A.42. Eine Korpererweiterung k — K ist treuflach.
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Eine Eigenschaft £ von Moduln heifit eine lokale Eigenschaft, falls fiir alle Ringe A und
alle A-Moduln M gilt

M hat £ <= Jede Lokalisierung M, (als A,-Modul) hat £

Ist £ eine solche lokale Eigenschaft, so gilt sogar: M hat £ <= Jede Lokalisierung M,
(als An-Modul) an einem Maximalideal von A hat £. Flachheit und Nullheit sind lokale
Eigenschaften. Es ist sogar jede Lokalisierung eines flachen (bzw. treuflachen) A-Moduls an
einer multiplikativen Teilmenge S C A ein flacher (bzw. treuflacher) S~ A-Modul.

Satz A.43 (Tensorprodukt und Quotienten/Lokalisierungen). Sei A ein Ring und M
ein A-Modul.

(1) Ist I C A ein Ideal, so ist
A/ I®s M = M/IM
(a+l) ® m —  am+l
ein Isomorphismus von A/I-Moduln (und somit auch von A-Moduln).
(2) Ist S C A eine multiplikative Teilmenge, so ist

S lA@aM = S M
Q ® m '_> am

s s

ein Isomorphismus von S~YA-Moduln (und somit auch von A-Moduln,).

Korollar A.44. Sei f: A — B eine Ringabbildung und I C A ein Ideal, so gibt es ein
kommutatives Diagramm

0 I« A Al — 5 0

| | |
0—— (f(I)) —— A®a BB —— A/I®.B=B/(f(I)) —— 0

von A-Moduln mit exakten Zeilen, wobei (f(I)) = B/IB das von f(I) in B erzeugte
Ideal bezeichne.

Lemma A.45 (Nakayama). Fiir ein Ideal I C A und einen endlich erzeugten A-Modul
M gilt
IM =M =5 Es gibt ein a € I mit (1+a)M =0

I C Jac(A)

= M =0

Beispiel A.46. Sei p eine Primzahl. Es ist Q ein nicht endlich erzeugter A = Z,)-Modul und
es gilt fiir das maximale Ideal m = (p) = Jac(A), dass mQ = Q, aber offenbar Q # 0.

Korollar A.47. Sei (A,m) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul.
Dann qult:

G1,---,9n erzeugen M <= gi,...,G, erzeugen den k(m)-Vektorraum M /mM ,
wobei = die A-lineare Abbildung M — M/mM = k(m) ®4 M bezeichne.

Korollar A.48. Ist M ein endlich erzeugter A-Modul, so ist eine surjektive A-lineare
Abbildung M — M auch injektiv.

Aufgaben.
Aufgabe A.49. Sei A ein noetherscher Ring und p’ C p C p”’ eine Kette von Primidealen. Man

zeige, dass es unendlich viele verschiedene Primideale p mit dieser Eigenschaft gibt.
(Hinweis: Man benutze die Primvermeidung und den Krullschen Hohensatz.)

Aufgabe A.50. Man zeige, dass Reduziertheit eine lokale Eigenschaft von Ringen ist. Auflerdem
zeige man, dass Irreduzibilitdt keine lokale Eigenschaft von Ringen ist.
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Aufgabe A.51. Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring und r die minimale Anzahl von Erzeu-
gern des maximalen Ideals m. Man zeige mit Hilfe des Nakayama Lemmas und dem Krullschen
Hohensatz, dass r = dimy(m) m/m2.

Aufgabe A.52. Sei (A, m) ein lokaler Ring und M, N endlich erzeugte A-Moduln. Man zeige
mit Hilfe des Nakayama Lemmas die Implikation M ® 4 N 20= M =20V N 0.

Aufgabe A.53. Man zeige Korollar A.48.

Anhang B. Lésungen zu den Aufgaben
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