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Allgemeines

Dieses ist ein kompaktes Skript zu der Vorlesung Mathematische und statistische Me-
thoden fiir Pharmazeuten, die ich im Sommersemester 2020 an der Universitit Regens-
burg halte. Ublicherweise handelt es sich bei dieser Veranstaltung um eine (wochentlich)
zweistiindige Vorlesung mit (wochentlich) zweistiindigen Ubungen.

Aufgrund der auergewohnlichen Situation durch das Coronavirus in diesem Semester,
wird die Vorlesung (zumindest zunéchst) nicht ,,physisch® stattfinden. Es wird, wie auf der
G.R.I.P.S.-Seite zu dieser Vorlesung genauer erldutert ist, einen wochentlichen Leseauftrag
in diesem Skript geben. Zusétzlich wird wochentlich ein kurzes Video auf der G.R.I.P.S.-
Seite mit einer Anleitung zu diesem Leseauftrag bereitgestellt.

Es ist mir klar, dass Thnen als Pharmaziestudierende nur eine begrenzte Studienzeit fiir
die Mathematik zur Verfiigung steht. Ich habe den Eindruck, dass die fiir Sie als ,, Anwen-
der* gedachte mathematische Literatur durch ausfiihrliche schriftliche Erklarungen oft sehr
umfangreich gestaltet ist, was zwar einerseits zum Selbststudium ermutigen kann aber er-
fahrungsgemiB oft zu einer Uberfrachtung fithrt und damit den gegenteiligen Effekt haben
konnte. Daher habe ich mich entschlossen ein sehr konzises Skript zu schreiben. Dieses hat
den Vorteil, dafl Sie am Ende der Vorlesung hoffentlich eine kompakte Zusammenfassung des
Vorlesungsinhalts haben werden. Andererseits brauchen Sie sich nicht zu wundern, wenn Sie
beim ersten Lesen dieses Skrips nicht so schnell wie gewohnt vorankommen und Abschnitte
mehrfach lesen miissen.

Der folgende Pharmazieexperte

‘Was mache ich hier
eigentlich?

D
wird Thnen an einigen Stellen auf umgangssprachliche Weise Erklarungs- und Fokussierungs-
hilfen mit auf den Weg zu geben. Auflerdem tauchen manchmal in griiner Schrift Erkldrungen

im Text auf, die iiberlesen werden kénnen und teilweise erst mit Definitionen und Begriffen
aus spiteren Teilen des Skripts zu verstehen sind.

Das Skript zu dieser Vorlesung beruht hauptséchlich auf dem von Georg Dolzmann im
Sommer 2017 zur gleichen Vorlesung angefertigten Skript [1], welches wiederum Skripte zur
gleichen Vorlesung von Matthias Wilke [3] und Daniela Schiefeneder [2] als Quellen zitiert.
Selbstverstéindlich liegt die Verantwortung fiir alle Fehler und Ungenauigkeiten bei mir. Ich
freue mich iiber Korrekturvorschlige an florian.strunk@ur.de.


mailto:florian.strunk@ur.de

Elementare mathematische Grundlagen

Bevor wir mit dem statistischen Teil dieser Vorlesung beginnen, moéchte ich kurz an einige
mathematische Objekte und Tatsachen erinnern, die im Folgenden von grofler Wichtigkeit
sind.

Definition 1. Eine Menge ist eine Zusammenfassung von einzelnen Objekten, deren
Elementen, zu einem Ganzen. Ist M eine Menge, so beizeichnet |M| die Anzahl deren
Elemente. Ist z ein Element von M, so schreibt man x € M. Andernfalls schreibt man
x ¢ M. Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.

Beispiel 2. Es sind
A := {Auto, Kamel, Rad, Hund}, B :={A,¢,0}, (C:={0,1,2,3,...}

Beispiele von Mengen. Die erste Menge A hat vier Elemente, ndmlich das Element ,, Auto*,
das Element ,Kamel“, das Element ,Rad“ und das Element ,Hund“. Es gilt also |A| = 4
und beispielsweise Rad € A. Die zweite Menge B hat drei Elemente, also |B| = 3 und die
dritte Menge C unendlich viele, also |C| = co.

Das Symbol := anstatt eines normalen Gleichheitszeichens = bedeutet, dass

. man den Ausdruck auf der linken Seite (also der Seite mit dem Doppel-
. punkt) erst definiert. Es ist nicht falsch, einfach B = {A, ¢, O} zu schreiben.
‘ Die Doppelpunkt-Schreibweise dient nur der Verbesserung der Lesbarkeit,
> da man so direkt merkt, dass das Symbol auf der linken Seite bisher noch

keine Bedeutung hatte.

Beispiel 3. In der Beschreibung der Elemente einer Menge kommt es nicht auf Wiederho-
lungen oder die Reihenfolge an. Es ist also beispielsweise

{A;0,0} = {0, A, 0} = {0,0,A,Q}.

Definition 4. Es gibt genau eine Menge, die keine Elemente hat. Sie wird die leere
Menge genannt und mit () oder {} bezeichnet.

Beispiel 5. Die Mengen § = {} und D := {(} sind verschieden. Die Menge (} hat keine
Elemente, wihrend die Menge D ein Element hat, namlich die leere Menge. Es gilt also
() € D. Eine weitere, von diesen beiden Mengen verschiedene Menge ist die zweielementige
Menge E := {0, D}. Hier gilt ) € E und D € E.

Bemerkung 6. Es ist (zumindest fiir uns) kein Problem, dass wir, wie in dem vorherigen
Beispiel, Mengen als Elemente von neuen Mengen auffassen. Streng genommen muss man
hier etwas vorsichtig sein, denn es kann die Menge, die als Elemente alle Mengen enthélt aus
logischen Griinden (dieses bedeutet nicht: aus offensichtlichen Griinden) nicht geben. Wieso
dieses so ist, mochte ich hier nicht erkldren und dieses Problem der Einfachheit halber in
diesem Kurs ignorieren.

Man kann aus Mengen durch verschiedene Konstruktionen ,,neue Mengen“ bilden. Ist M
eine Menge und ¢ eine Eigenschaft ihrer Elemente x, sodass ¢(z) entweder wahr oder falsch
ist, so konnen wir die Menge

{z € M | ¢(x) ist wahr}
bilden.

Beispiel 7. Betrachten wir wieder die Menge A = {Auto, Kamel, Rad, Hund} aus dem
ersten Beispiel. Es sei ¢ die Eigenschaft ,ist ein Tier“, so ist ¢(z) fiir alle Elemente z aus
A entweder wahr oder falsch. Es ist beispielsweise ¢(Auto) falsch, da ein Auto kein Tier ist
und es gilt

{z € A| ¢(x) ist wahr} = {Kamel, Hund}



Definition 8. Sind M und N Mengen, so heifit N heifit eine Teilmenge der Menge
M, wenn jedes Element von N auch ein Element von M ist. Wir schreiben in diesem
Fall N C M.

Bemerkung 9. Es gilt also M = N genau dann, wenn M C N und N C M.

Weitere (und hoffentlich bekannte) Moglichkeiten aus Mengen ,neue Mengen“ zu bilden sind
die Folgenden. Es seien dafiir M und N Mengen.

e Die Menge
MNN:={z|z € Mund z € N}
heifit der Durchschnitt von M und N.

M N

e Die Menge
MUN :={z|z € Moderze N}
heifit die Vereinigung von M und N.

M N

e Die Menge
M\N:={xeM|x¢ N}
heifit das Komplement von N in M.

M N

Beispiel 10. Betrachten wir F := {0,1,2} und G := {1,2,3,4}, so ist F NG = {1,2},
FUG=1{0,1,2,3,4} und F\ G = {0} und G\ F = {3,4}.

Die folgenden Mengen werden (zusammen mit ihren iiblichen Rechenoperationen wie Addi-
tion und Multiplikation) als bekannt vorausgesetzt.

Definition 11.

Es ist N={0,1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen.

Esist Z={...,—2,-1,0,1,2,...} die Menge der ganzen Zahlen.

Esist Q={% |a€Zund b € Z\ {0}} die Menge der rationalen Zahlen.
Es ist R die Menge der reellen Zahlen.

Esgilt NCZ CQCR.

Wie wir in Beispiel 3 gesehen haben, nimmt unsere Mengenschreibweise keine Riicksicht auf
Reihenfolge und Wiederholungen. Hierfiir gibt es den Begriff des Tupels. Ein Tupel (oder
genauer ein n-Tupel) ist eine Liste

(1,29, ...,%y)
von Elementen x1, xo,...x, aus einer Menge M.

Beispiel 12. Es ist (5,0,0,1,1) ein 5-Tupel aus natiirlichen Zahlen. Man beachte, dass
{5,0,0,1,1} = {0, 1,5}, aber (5,0,0,1,1) # (0,1, 5).
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Moglicherweise werden wir an einigen Stellen auch Tupel mit mehr als endlich vielen Ein-
tragen betrachten oder Tupel, deren Eintrége aus verschiedenen Mengen M stammen. Sind
beispielsweise M7, M, ..., M, Mengen, so bezeichnet M; x My x --- x M, die Menge der
n-Tupel (x1,22,...,x,) deren i-ter Eintrag x; aus der Menge M; stammt.

Als n#chstes wollen wir den wichtigen Begriff der Abbildung kennenlernen.

Definition 13. Es seinen A und B zwei Mengen. Eine Abbildung f: A — B von
der Menge A in die Menge B ist eine Zuordnung, die jedem Element x € A genau ein
Element f(x) € B zuordnet. Man schreibt hierfiir

x — f(x).

Bemerkung 14. Wenn man eine Abbildung f: A — B angeben mdochte, gehort also dazu,
dass man den Quellbereich A und den Zielbereich B angibt. Auflerdem muss man fiir
jedes Element © € A sagen, wohin es abgebildet wird, also jeweils ein Element f(z) € B
angeben.

. Eine Abbildung ist genau das Gleiche wie eine Funktion. Diese Begriffe
®. sind vo6llig synonym. In der Schule hat man oft nur Funktionen f: R — R
‘ betrachtet. Der Quellbereich oder Zielbereich wurde dort vielleicht Defini-
> tionsbereich oder Wertebereich genannt.

Beispiel 15. Wir betrachten die Mengen A und B aus Beispiel 2 und méchten eine Ab-
bildung f: A — B angeben. Dafiir setzen wir zum Beispiel f(Auto) := A, f(Kamel) := A,
f(Rad) := ¢ und f(Hund) := o, wie die folgende Abbildung veranschaulicht.

Quellbereich A Auto Zielbereich B
Kamel } B A
—5 ©
Rad |
v
Hund

Man beachte, dass wir fiir jedes Element x aus dem Quellbereich A genau ein Element
f(x) € B angegeben haben, worauf dieses abgebildet wird. Allerdings gilt:

e Es konnen Elemente aus dem Zielbereich ,,mehrfach getroffen® werden.
Dieses ist oben beispielsweise mit A der Fall.

e Es miissen nicht alle Elemente aus dem Zielbereich ,,getroffen“ werden.
Dieses ist oben beispielsweise mit ¢ der Fall.

Beispiel 16. Ist der Quellbereich unendlich grofi, wie zum Beispiel bei einer Abbildung
f: R — R, so kénnen wir nicht ohne Weiteres, wie im vorherigen Beispiel, alle Werte f(x)
einzeln angeben. Daher benutzen wir zur Angabe von f(x) ein Ausdruck ,der von = abhéngt“
wie zum Beispiel

fTR=R, f(z):=2%-3.

Bei einer solchen Abbildung (Funktion), kénnen wir gut einen Funktionsgraphen zeichnen.
Hierfiir zeichnen wir in der euklidischen Ebene R? = R x R, also der Menge aller 2-Tupel,
deren Eintrige jeweils reelle Zahlen sind, die Punkte (z, f(z)) ein. Der Funktionsgraph von
f ist also die Teilmenge

{(z,y) e R?| f(z) =y} C R

In dem obigen Beispiel erhalten wir das folgende Bild.
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Abbildung 1: Graph der Funktion f(z) = 22 — 3

Es ist wichtig, dass wir einen Unterschied machen zwischen ,,Funktionen“
und ,,Funktionswerten*: Es ist f aus dem vorherigen Beispiel 16 eine Funk-
tion von R nach R, aber das Symbol f(z) bezeichnet eine eine reelle Zahl,
_— nidmlich das Element aus dem Zielbereich der Abbildung f, auf das das
{ Element = (aus dem Quellbereich) abgebildet wird. Anstatt x — f(x) fiir
» € die Abbildung f zu schreiben, werden wir manchmal auch die Abkiirzung
f (=) verwenden (sofern Quell- und Zielbereich schon angegeben sind).

Beispiel 17. Das folgende (blaue) Bild ist nicht Funktionsgraph einer Funktion f: R — R.

Dieses hat zwei Griinde: Zum einen wird den Elementen z mit z < —3 im Quellbereich R
(der ,X-Achse*) kein Funktionswert f(x) zugeordnet. Zum anderen wird den anderen Ele-
menten mit z im Quellbereich kein eindeutiger Funktionswert f(z) zugeordnet, wie durch
die vertikale Linie angedeutet ist. Das erste Problem konnte man beispielsweise vermeiden,
indem man den Quellbereich auf die Teilmenge R>_5 = [-3,00) = {z € R | > =3} der
reellen Zahlen einschrénkt.

Die folgende Definition ist aus der Schule bekannt.

Definition 18. Ein Intervall [ ist eine Teilmenge I C R der reellen Zahlen von einer
der folgenden Formen fiir Elemente a,b € R mit a < b,

[a,b] :={z €R|a<z<b} (Abgeschlossenes Intervall)

(a,b) :={r eR|a<z<b} (Offenes Intervall)

[a,0) :={x €R|a <z <b} (Halboffenes Intervall)

(a,b) :={x eR|a<z<b} (Halboffenes Intervall)

wobei a oder b auch oo sein kénnen, wenn sie neben einer runden Klammer stehen.

Nun méchten wir bestimmten Funktionen f eine Ableitungsfunktion f’ zuordnen. Um diesen
Begriff im Allgemeinen zu definieren, ist viel Formalismus nétig. Daher werden wir uns mit

.



einer graphischen Interpretation dieses Begriffs zufrienden geben und Ableitungsfunktionen
nur fiir spezielle Funktionen explizit angeben. Betrachten wir also wieder den Funktionsgra-
phen der obigen Abbildung
frI —- R
r — 22-3,

so ist die Ableitungsfunktion (oder einfach nur: die Ableitung) eine Abbildung f': I — R
mit dem gleichen Quellbereich und Zielbereich wie f und der Eingenschaft, dass die reelle
Zahl f'(x) die Steigung der Tangentengeraden an den Funktionsgraphen von f in dem Punkt

(@, f(x)) ist.
AN \/

—— Die Funktion f

Die Funktion g

Abbildung 2: Graph der Funktion f mit Tangentengeraden g im Punkt (—2,1)

Beispiel 19. Ohne irgendetwas genauer auszurechnen, kénnen wir mit der obigen graphi-
schen Interpretation sagen, dass die Ableitungsfunktion zu der Funktion mit dem folgenden
linken Graphen nur nicht-negative (also positive oder Null) und die Ableitungsfunktion zu
der Funktion mit dem folgenden rechten Graphen nur nicht-positive (also negative oder Null)
Werte annimmt.

100 1

—100
100 4

=200

—300
=100 1

Definition 20. Es sei I C R ein Intervall. Eine Polynomfunktion ist eine Abbildung
fi I — R mit

f(2) = ans™ + apn_ 12" 1 4+ - 4+ arx + ao,
fiir Elemente a; € R, die Koeffizienten heissen. Die zugehorige Ableitung ist die
Funktion f’: I — R definiert durch

(@) =anx™ ' +ap_12" %+ +ay.

Diese Abbildung ist wieder eine Polynomfunktion und besitzt also ebenfalls eine Ablei-
tung f” := (f')’, welche die zweite Ableitung der urspriinglichen Polynomfunktion f
heiBt. Ebenso bildet man alle hoheren Ableitungen f*): I — R.



Beispiel 21. Wir betrachten noch einmal die Abbildung f mit f(z) = 22 — 3 aus dem
Beispiel 16. Sie ist eine Polynomfunktion vom Grad 2. Thre Ableitung ist nach der vorherigen
Definition die Funktion f': R — R mit f’(x) = 2z, ihre zweite Ableitung ist die Funktion
f": R — R mit f’(x) = 2. Alle weiteren hoheren Ableitungen sind die Nullfunktion.

Nun wollen wir die Funktion g angeben, deren (orangefarbener) Graph in dem Bildchen 2
eigezeichnet ist. Diese Funktion ist durch @ — g(z) = ma + b gegeben. (Die reelle Zahl m
wird in der Schule héufig ,,Steigung® und die reelle Zahl b der ,,Y-Achsenabschnitt“ genannt.)
Thr Graph soll den Graphen von f im Punkt (-2, f(—2)) = (—2,1) beriihren. Mit unserer

graphischen Betrachtung oben gilt m = f'(—2) = —4. Um b zu bestimmen benutzen wir,
dass wir wissen, dass f(—2) = g(—2) =1 gilt, weil beide Graphen durch den Punkt (—2,1)
laufen sollen. Auflésen nach b ergibt dann g(z) = —4a — 7.

Ist @ eine reelle Zahl und k eine natiirliche Zahl, so hat das Symbol a* eine Bedeutung.
Dieses ist die reelle Zahl

a” =a-...(k-mal)...-a,

0 .= 1 setzt. Sei nun a eine reelle Zahl mit a > 0. Um den Ausdruck of

k.= aik Wie haben also eine

wobei man a
auf ganzzahlige Exponenten auszuweiten, definiert man a~
Abbildung

a7 — (0,00)
k — a*

mit der Eigenschaft a*t) = a*a! gegeben. Wir méchten diese Abbildung zu einer Abbildung
a=):R —  (0,00)

erweitern, also zu einer Abbildung, welche die gesamte Menge der reellen Zahlen als Quell-
bereich hat. Erweitern bedeutet hierbei, dass die neue Abbildung mit der alten Abbildung
auf allen k € Z {ibereinstimmen soll. Auflerdem mochten wir, dass die neue Abbildung
auch ,ableitbar® ist. Es stellt sich heraus, dass dieses moglich ist. Es gibt sogar eine ein-
deutige bestimmte reelle Zahl a = e, die Eulersche Zahl, fiir die diese neue Abbildung
e(=): R — (0, 00), welche Exponentialfunktion (oder e-Funktion) genannt wird, als Ab-
leitung ebenfalls die Exponentialfunktion e(=): R — (0, 00) hat. AuBerdem werden wir die
anderen Funktionen a(~) alle durch die Exponentialfunktion beschrieben kénnen.

Definition 22. Die Exponentialfunktion e(=): R — (0,00) ist die eindeutige Abbil-
dung mit den Eigenschaften
(1) =1 und
(2) (e(’))/ =el),
Sie hat die Eigenschaft, dass fiir alle reellen Zahlen k und [ gilt
I

k+l) _ kI -
=e e —ek.

el und e

Man kann die Eulersche Zahl e := e! nummerisch approximieren und bekommt die bekannte
Annéherung

e~ 2,7182818...

Schaut man sich den folgenden Funktionsgraphen der Exponentialfunktion e(=): R — (0, 00)
(Die Funktion nimmt nur positive reelle Zahlen # 0 als Werte (auf der ,,Y-Achse®) an.)
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140 1

120 4

100 4

80

601

40 4

204

Abbildung 3: Funktionsgraph der Exponentialfunktion

an, so kann man vermuten, dass jede reelle Zahl y € (0,00) im Zielbereich der Exponen-
tialfunktion auch tatséchlich , getroffen” wird. Mit anderen Worten vermuten wir, dass es
zu jedem y € (0,00) (auf der ,Y-Achse®) ein € R (auf der , X-Achse“) gibt, mit e* = y.
Dieses ist tatséchlich der Fall und es gilt sogar noch mehr: Zu einem beliebig vorgegebenen
y € (0,00) finden wir ein eindeutiges solches Element x € R. Dieses Element nennen wir
x = In(y). Wir erhalten also eine Abbildung In: (0,00) — R.

Definition 23. Die (natiirliche) Logarithmusfunktion In: (0,00) — R ist die ein-
deutige Abbildung mit der Eigenschaft
() — y
fiir alle y € (0,00). Sie hat fiir alle z € R die Eigenschaften
In(e”) =z und In(1) =0,

sowie fiir alle positiven reellen Zahlen y und z die Eigenschaften
1
In(yz) = In(y) + In(z) und ln(g) = —In(y).
Die zugehorige Ableitung ist die Funktion In": (0,00) — R gegeben durch

1
In’ = —.
(y) "

—— Exponentialfunktion
i Logarithmusfunktion

Abbildung 4: Funktionsgraphen der Exponential- und Logarithmusfunktion

Nun koénnen wir die Potenzfunktion fiir eine beliebige reelle Zahl a > 0 definieren. Sie
erweitert tatsiichlich unsere anfinglich betrachtete Abbildung a(=): Z — (0, 00), in die wir
nur ganze Zahlen ,einsetzen®“ konnten.

Definition 24. Sei a > 0 eine reelle Zahl. Die Potenzfunktion a(~): R — (0, 00) ist
gegeben durch

ak o eln(a)~k



fiir alle £ € R. Sie hat die Eigenschaft, dass fiir alle reellen Zahlen k, [ und b > 0 gilt

aFth) = kgl und a k= ik
a
(ab)* = a*b* und (a®) = aM

und sie stimmt fiir @ = e mit der Expoentialfunktion iiberein. Die zugehorige Ableitung
ist die Funktion (a(’))/ : (0,00) = R gegeben durch

(a(_)>/ (k) = a* In(a).

10
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— =1
a=2
— a=5

1 — a=0s

— a=02

Abbildung 5: Funktionsgraphen einiger Potenzfunktionen

Bemerkung 25. Ist a > 0 eine reelle Zahl und n > 0 eine natiirliche Zahl, so nennt
man die reelle Zahl {/a := aw auch die n-te Wurzel von a. Aus den Eigenschaften der

Potenzfunktion erhalten wir die Gleichungen ¥/ab = {/a - ¥/b und %/{/a = "%/a fiir eine
weitere natiirliche Zahl m > 0 und eine reelle Zahl b > 0.

. Wenn wir Wurzelausdriicke immer als Potenzen mit Briichen als Exponen-
ten schreiben, so brauchen wir uns nur die Eigenschaften der Potenzfunk-
tion aus Definition 24 zu merken und nicht die speziellen Gleichungen aus
p der vorherigen Bemerkung.

Ist @ > 0 mit a # 1 eine reelle Zahl, so sehen wir an den Funktionsgraphen fiir a{~), genau
wie bei der Expoentialfunktion oben, dass jedes Element y € (0, 00) im Zielbereich (auf der
,Y-Achse“) eindeutig ,getroffen® wird. Mit anderen Worten gibt es also wieder zu einem
beliebig vorgegebenen Element y € (0, 00) ein eindeutiges x € R mit a* = y. Dieses Element
nennen wir z = log, (y).

Definition 26. Seia > 0 mit a # 1 eine reelle Zahl. Die Logarithmusfunktion (zur
Basis a) log,: (0,00) — R ist die eindeutige Abbildung mit der Eigenschaft

alo8.(¥) — y

fiir alle y € (0,00). Sie kann alternativ auch als log,(y) = EEZ; definiert werden und
hat fiir alle z € R die Eigenschaften

log,(a”) = x und log, (1) =0,

sowie fiir alle positiven reellen Zahlen y und z die Eigenschaften

1
log, (yz) = log,(y) + log,(2) und loga(g) = —log,(y)

und sie stimmt fiir ¢ = e mit der natiirlichen Logarithmusfunktion iiberein. Die zu-
gehorige Ableitung ist die Funktion log,: (0,00) — R gegeben durch
1

log;(y) = m-



Wir kennen aus der Schule Moglichkeiten, die Ableitungsfunktionen eines Produkts g(—)h(—)
und einer Komposition h(g(—)) von ableitbaren Funktionen g und h zu bestimmen. Aufer-
dem koénnen wir Konstanten und Summen ,,beim Ableiten herausziehen®. Diese Regeln sind
in dem folgenden Satz aufgelistet.

Satz 27. Ist f: R — R eine Funktion mit Ableitung f’, so gilt fiir alle A € R, dass
ffx) = Af'(=). (Faktorregel)

Ist I ein Intervall und haben die Funktionen g: I — R und h: I — R jeweils Ableitun-
gen, so ist die Ableitung der Funktion h(—) + g(—): I — R gegeben durch

(9(=) +h(=))(z) = ¢'(z)+H(2). (Summenregel)

Ist I ein Intervall und haben die Funktionen g: I — R und h: I — R jeweils Ableitun-
gen, so ist die Ableitung der Funktion h(—)g(—): I — R gegeben durch

(9(=)h(=))(x) = g'(x)h(x)+g(x)h/(x).  (Produktregel)
Sind I und J Intervalle und haben die Funktionen g: I — J und h: J — R jeweils
Ableitungen, so ist die Ableitung der Funktion h(g(—)): I — R gegeben durch

hg(=))'(z) = h(g(x))g (x). (Kettenregel)

Wiihlen wir ein a > 0, so ist die Potenzfunktion eine Abbildung a(~): R — (0, 00). Wir
fixieren hier also ein a und ,lassen den Exponenten variabel“. Wir haben angegeben, wie
man dieser Funktion eine Ableitungsfunktion zuordnet. Andererseits konnten wir auch fiir
einen fixierten Exponenten k € R die Funktion (—)¥: (0,00) — (0,00) betrachten. Mit
anderen Worten ist dieses (siehe Definition 24) die Funktion (—)* = e™(=)"* Um zu zeigen,
dass diese Funktion ableitbar ist und um ihre Ableitung auszurechnen, benutzen wir die
Kettenregel aus dem vorherigen Satz 27. Sei also h(—) := (=) mit Ableitung h/(—) = ()
und g(—) := kIn(—) mit Ableitung ¢'(—) = kﬁ (siehe Definition 23 und die Faktorregel).
Dann gilt mit der Kettenregel, dass

() (@) = h(g(-))(a)
= h(g(z))g'(a)
= eln(a)-k k- 1
= gF. k.1 “
— kab1

Wir haben also den folgenden Satz gezeigt. Dieser Satz ist uns in dem Spezialfall, dass k
eine natiirliche Zahl ist, schon bekannt, da wir es in diesem Fall mit einer Polynomfunktion
zu tun haben.

Satz 28 (Exponentenregel). Ist k eine beliebige reelle Zahl, so ist die Ableitung der
Funktion (—)* gegeben durch k - (—)*1.

Beispiel 29. Die Exponentenregel macht es einfach, sich die Ableitungen von Wurzel-
funktionen zu merken. Mochten wir beispielsweise die Ableitungsfunktlon der Funktion
VAGIEE (O o) — (0, oo) berechnen, so ergibt smh mit {/(— die Ableitungs-
funktion 2 - (— )E-D = (—)_% = % =

3:(—)3 3- \/7
Am Ende dieses Einfiihrungskapitels méchten wir uns noch mit Stammfunktionen und Inte-
gration beschéftigen.

Definition 30. Sei [ ein Intervall und f: I — R eine Funktion. Eine Stammfunktion
von f ist eine Abbildung F': [ — R mit F’ = f.

Bemerkung 31. Ist F' eine Stammfunktion einer Funktion f, so ist fiir jede Konstante
A die durch F(z) 4+ A definierte Abbildung ebenfalls eine Stammfunktion, da konstante
Summanden beim Ableiten ,,wegfallen“. Deshalb kann man nicht von der Stammfunktion
von f sondern immer nur von einer Stammfunktion von f reden.

Bemerkung 32. Manchmal wird eine Stammfunktion F' von f auch mit | f(z)dz bezeich-
net und unbestimmtes Integral von f genannt. Dieses ist ein wenig problematisch, da
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diese Notation suggeriert, es gibe (hochstens) eine eindeutige Stammfunktion zu einer ge-
geben Funktion f. Die vorherige Bemerkung 31 zeigt, dass dieses aber nicht der Fall ist.
Trotzdem ist diese Schreibweise praktisch.

. Es ist fiir Sie als Anwender sicherlich manchmal ldstig, das Symbol ,,dz*
zu schreiben - reicht denn das Integralzeichen nicht aus? Vielleicht sollte
man sich das Integralzeichen und das Symbol ,,dz* jeweils als Klammern
> vorstellen. So bedeutet [ f(z) + g(z)dz beispielsweise [(f(z)+ g(z))dz.

Beispiel 33. Hier sind Stammfunktionen zu allen oben betrachteten wichtigen Funktionen.
o Ist f: I —» Rmit f(z) =a,a™ + ...+ a1x + ap eine Polynomfunktion, so ist eine
Stammfunktion durch
(279 ap—1 a1 ag
F —_ n+1 n L =2 01
(2) n+1x + nas+ +2x+1m
gegeben.
e Eine Stammfunktion der Expoentialfunktion e(=): R — (0, 00) ist die Expoenti-
alfunktion selber.
e Eine Stammfunktion zur (natiirlichen) Logarithmusfunktion In: (0,00) — R ist
durch

y = In@yy-y
gegeben.
e Ist a > 0 eine reelle Zahl und a # 1, so ist eine Stammfunktion zur Potenzfunktion
a™): R — (0,00) durch

a.’E

In(a)
gegeben. Im Fall ¢ = 1, so ist z — a® = 1* = 1 eine konstante Funktion. Eine
solche Funktion ist eine Polynomfunktion und nach der obigen Regel ist x — x eine
Stammfunktion.
e Ist a > 0 eine reelle Zahl und a # 1, so ist eine Stammfunktion zur Logarithmus-
funktion (zur Basis a) log,: (0,00) — R durch

y — ylog,(y) — lnz(Ja)

T

gegeben.
e (Exponentenregel fiir die Integration) Eine Stammfunktion der Funktion ﬁ =

(=)71: (0,00) = (0,00) ist durch

z — In(x)
gegeben. Ist k& # —1 eine beliebige reelle Zahl, so ist eine Stammfunktion von
(—)%: (0,00) — (0, 00) durch

karl

'_)
T

gegeben.

Im Folgenden miissen wir fiir eine prézise Formulierung die Eigenschaft der Stetigkeit fiir
eine Funktion f: I — R benutzen. Um diesen Begriff im Allgemeinen zu definieren, ist
etwas mehr Formalismus notig. (Grob gesprochen bedeutet diese Eigenschaft, dass man
den zugehorigen Funktionsgraphen in einem Zug zeichnen kann, also ,,ohne den Stift dabei
abzusetzen®.) Daher werden wir auf den Begriff der Stetigkeit nicht eingehen. Allerdings ist
jede Funktion f: I — R, die eine Ableitung besitzt, automatisch auch stetig. Also sind alle
alle wichtigen Funktionen, die wir oben kennengelernt haben, stetig.

Bemerkung 34. Ist [a,b] C I ein abgeschlossenes Teilintervall und f: I — R eine stetige
Funktion, so ist auch die zugehérige eingeschrinkte Funktion f: [a,b] — R (also die
Funktion 2 — f(z), wobei wir fiir  nur Werte aus [a, b] anstatt aus ganz I ,einsetzen*) stetig
und wir bezeichnen sie (etwas ungenau) mit dem gleichen Buchstaben. Hat die urspriingliche
Funktion f: I — R eine Stammfunktion F, so ist deren Einschrankung F': [a,b] — R auch
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eine Stammfunktion von der eingeschrinkten Funktion f: [a,b] — R. Man kann iibrigens
zeigen, dass eine stetige Funktion f: [a,b] — I immer eine Stammfunktion F besitzt.

2 Die folgenden Sitze sind fiir Funktionen f: [a,b] — R formuliert. Die vor-
herige Bemerkung 34 soll rechtfertigen, dass wir sie einfach fiir unsere oben
betrachteten Funktionen f: I — R und deren Stammfunktionen ,,benutzen*
D> konnen.

Definition 35. Ist f: [a,b] — R eine stetige Funktion mit einer Stammfunktion F', so
heiit die reelle Zahl

/f )dz := F(5) — F(a)

das Integral von f iiber [a,b] (oder das Integral von f mit den Grenzen a, b).
Man schreibt fiir F(b) — F(a) auch abkiirzend [F(z)]2.

a

Das Integral einer stetigen Funktion f iiber einem Intervall [a, b] hat die folgende graphische
Interpretation. Die reelle Zahl fab f(z)dx gibt genau den Flacheninhalt (mit Vorzeichen)
der Fliche an, die von dem Graph der Funktion f und der ,, X-Achse“ zwischen a und b
eingeschlossen wird.

&

~

Abbildung 6: Interpretation des Integrals als Fliche

Dabei ist dieser Flidcheninhalt (mit Vorzeichen) negativ, wenn sich die Flidche ,unterhalb
der X-Achse“ befindet.

Beispiel 36. In diesem Beispiel rechnen wir den Flicheninhalt der grauen Fléiche im vor-
herigen Bildchen 6 aus. Sei dazu @ := 0 und b := 1 und wir betrachten die Funktion
frI —- R
r — xz?-3,

aus den vorherigen Beispielen. Thr Graph ist im vorherigen Bildchen 6 blau eingezeichnet.

Eine Stammfunktion dieser Polynomfunktion ist nach Beispiel 33 durch z — %x?’ — 3z
gegeben. Wir betrachten die Einschrinkung f: [a,b] — R der obigen Funktion f. Die reelle
Zahl )
Jo fx)dz = [%xS — 3z}
= (2513373.1) —(30*-3-0)
_ 37
3
~ —2,33

ist der Flicheninhalt (mit Vorzeichen) des grauen Bereichs im Bildchen 6.

Wir kennen aus der Schule Moglichkeiten, jeweils die Integrale eines Produkts g(—)h(—)
und einer Komposition h(g(—)) von stetigen Funktionen g und h zu bestimmen. Auflerdem
kénnen wir Konstanten und Summen ,,beim Integrieren herausziehen®. Diese Regeln sind in
dem folgenden Satz aufgelistet.
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Satz 37. Ist f: [a,b] — R eine stetige Funktion, so gilt fiir alle A € R

b b
/)\f(x)dx = )\/ f(z)dz (Faktorregel)

und ist g: [a,b] — R eine weitere stetige Funktion, so gilt

/f +g(z /f dx—i—/ g(x)dx. (Summenregel)

Sind f,g: [a,b] — R Funktionen mit stetigen Ableitungsfunktionen f’ und ¢’, so gilt
b

b
/g'(x)h(x)dx = [g(x)h(x)}i—/ g(z)l/ (z)dx.  (Partielle Integration)

a
Ist J ein Intervall, g: [a,b] — J eine Funktion mit stetiger Ableitungsfunktion g’ und
h: J — R eine stetige Funktion, so gilt

b g9(b)
/ h(g(z))g' (z)dz = / h(z)dx. (Substitutionsregel)
a g(a)

Beispiel 38. Wir wollen die reelle Zahl f; xIn(z)dz ,ausrechnen® und mochten dafiir par-
tielle Integration verwenden. Seien ¢'(x) := z und h(z) := In(z) (dieses definiert jeweils eine
Funktion [2,4] — R). Es ist durch g(z) = %xz eine Stammfunktion zu g’ gegeben. Aufier-
dem ist durch h'(z) = % nach Definition 23 die Ableitung von In gegeben. Mit der partiellen
Integration aus dem vorherigen Satz 37 bekommen wir

f24xln(x)dx = f2 dx

lg(x — [, g(@)h (x)dx
[52 21n ] fgé %
8In(4) — 2In(2) — [1= 2}4

= 8In(4) —2In(2) -3

~ 6,70.

Um die partielle Integration anzuwenden, hoffen wir also, die zu integrie-
rende Funktion f als Produkt ¢’ - h schreiben zu kénnen, wobei g ,,einfach
aufleitbar“ und h ,einfach ableitbar® ist.

D

1. Deskriptive Statistik

Das Ziel der deskriptiven Statistik (oder beschreibenden Statistik) ist die Aufarbei-
tung oder Beschreibung von Daten oder Messwerten durch graphische Darstellung oder
spezifische Kennzahlen (wie z.B. Mittelwert, Standardabweichung, etc.). Dieses ist beispiels-
weise wichtig fiir Medikamententests.

1.1. Grundlegende Begriffe.
Zunéchst ein Beispiel:

Beispiel 39. Die aus Regensburg stammenden Teilnehmer=innen einer Statistik-Vorlesung
werden befragt nach:
(1) Studiengang
(2) Interesse an der Vorlesung (auflerordentlich, sehr, normal, kaum, garnicht)
(3) Anzahl der Geschwister
(4) Fachsemester
(5) Korpergrofie
(6) Weglidnge zwischen Wohnung und Uni

Die néchste Definition ist nicht von genauer mathematischer Natur und dient der sprachli-
chen Prézisierung der Dinge, iiber die wir im Folgenden reden werden.
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Definition 40.

e Ein Merkmalstriger ist ein Einzelobjekt einer statistischen Untersuchung und
Tréger einer Information (dem Merkmal).

Im obigen Beispiel ist dieses ein*e Teilnehmer=in der Vorlesung.

e Die Grundgesamtheit ist die Zusammenfassung aller in Verbindung mit einer sta-
tistischen Untersuchung stehenden Merkmalstréger. Sie ist eine Menge, die hiufig
als G bezeichnet wird und deren Elemente die Merkmalstréiger sind.

Im obigen Beispiel ist dieses die Menge aller Teilnehmer+innen der Vorlesung.

e Die Untersuchungsmenge ist eine Teilmenge U C G der Grundgesamtheit G
und besteht aus den Merkmalstréigern, die statistisch untersucht werden.

Im obigen Beispiel sind dieses alle aus Regensburg stammenden Teilnehmer+innen
der Vorlesung. Die Vorlesung besteht vielleicht noch aus anderen Teilnehmer+innen,
doch diese werden bei der obigen Untersuchung nicht befragt.

e Ein Merkmal ist eine zu untersuchende Eigenschaft eines Merkmalstriagers. Es
wird haufig mit X oder Y bezeichnet.

Im obigen Beispiel werden sechs verschiedene Merkmale untersucht, zum Beispiel
der Studiengang oder die Fachsemester.

e Eine Merkmalsauspriagung ist ein moglicher Wert, den ein Merkmal annehmen
kann. Dieser Wert wird héufig mit a bezeichnet.

Im obigen Beispiel (4) ist dieses eine natiirliche Zahl.

e Die (Merkmals)Ausprigungsmenge ist die Zusammenfassung aller Merkmals-
auspriagungen a eines Merkmals. Sie ist eine Menge, die hdufig als A bezeichnet
wird und deren Elemente die moglichen Merkmalsauspragungen sind.

Im obigen Beispiel (4) ist dieses beispielsweise die Menge A = N.
Werden bei einer statistischen Untersuchung alle Merkmalstréager der Grundgesamtheit
vollsténdig erfasst, d.h. ist U = G, spricht man von einer Totalerhebung, andernfalls
von einer Teilerhebung. Die Untersuchung aus dem obigen Beispiel ist also genau dann
eine Totalerhebung, wenn alle Teilnehmer+innen der Statistik-Vorlesung aus Regensburg
stammen.

Bemerkung 41. Einen Merkmalstriger nennt man manchmal auch eine statistische Ein-
heit. Die Grundgesamtheit nennt man manchmal auch die statistische Masse.

Man findet selbst in der Literatur keine einheitlichen Bezeichnungen fiir die-

®. se Begriffe. Es ist also nicht schlimm, wenn man nicht die genauen Fachbe-
] griffe kennt, solange alle wissen, was gemeint ist. In diesem Skript benutzen
y wir die Worter aus der obigen Definition.

Bemerkung 42. Hat man einen Text wie in Beispiel 39 gegeben, der eine statistische
Untersuchung beschreibt, so sind die in Definition 40 eingefiihrten Begriffe oft nicht eindeutig
festgelegt. Es ist beispielsweise nicht klar, dass die Auspridgungsmenge A des Merkmals
X =, Fachsemester” in dem obigen Beispiel genau die Menge der natiirlichen Zahlen ist.
Kénnte man nicht genauso gut die Menge A = {0,1,...,100000} benutzen, da sicher kein
Teilnehmer mehr als 100000 Fachsemester absolviert hat? Oder kéonnte man nicht A = R
benutzen, auch wenn das Merkmal X nur natiirliche Zahlen als Werte annehmen kann?
Streng genommen miisste man alle diese Daten bei einer statistischen Untersuchung mit
angeben. Dieses wird aber, wie in dem obigen Beispiel 39, oft nicht explizit getan und man
muss beispielsweise eine , sinnvolle* Auspragungsmenge ,raten“. Wir werden im Folgenden
Klassen von Auspriagungsmengen betrachten. Es wird innerhalb dieser Klassen praktisch
irrelevant sein, welche genaue Wahl einer Auspriigungsmenge man vornimmt.

Wie das obige Beispiel 39 schon andeutet, gibt es verschiedene Arten von Merkmalen. Man
teilt Merkmale anhand ihrer moglichen Merkmalsauspragungen auf die folgende Weise in
Klassen ein.
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Qualitative Merkmale

Ausprédgungen unterscheiden
sich nur durch die Art und
nicht durch die Groé8e.
(Nominalskala)
Studiengang im obigen Beispiel

Merkmale

Rangmerkmale
Auspriagungen
natiirliche
zugewiesen

kann eine

Rangordnung
werden, aber
die Abstédnde zwischen den
Auspriagungen sind nicht
interpretierbar. (Ordinalskala)
Interesse an der Vorlesung im

[Quantitative Merkmale]

obigen Beispiel

diskrete Merkmale
Auspriagungen bilden eine dis-
krete Teilmenge der reellen
Zahlen. (Kardinalskala)
Anzahl der Geschwister und
Fachsemester im obigen Bei-
spiel

stetige Merkmale
Auspriagungen bilden ein Inter-
vall in den reellen Zahlen.
(Metrische Skala)
Korpergréfle und Weglinge im
obigen Beispiel

Bemerkung 43. Anstatt beispielsweise von einem Qualitativen Merkmal zu reden, sagt
man manchmal auch, dass Merkmal (oder genauer: die Merkmalsausprigungen) sei ,,nomi-
nalskaliert“. Diese alternativen Bezeichnungen sind in dem obigen Diagramm in Klammern
notiert.

1.2. Eindimensionale Stichproben. Wir mochten eine Grundgesamtheit G auf ein ein-
ziges Merkmal X mit Ausprigungsmenge A untersuchen. Es sei U = {1,...,n} C G die als
endlich angenommene Untersuchungsmenge.

Definition 44. Eine Stichprobe z eines Merkmals X ist eine Abbildung x: U — A,
also mit anderen Worten ein Tupel = (x1,...,%,), wobei z; € A die Merkmals-
auspriagung des i-ten Merkmalstrigers ist. Es heiit n = |U| der Stichprobenumfang.

Bemerkung 45. Eine Stichprobe nennt man manchmal auch eine Urliste.

Beispiel 46. Es haben alle n = 25 Schiiler-innen einer Klasse eine Klausur geschrieben,
deren Bewertung anhand der Noten von 1 bis 6 erfolgte. Hier ist A = {1,2,3,4,5,6}. Die
gefundene Stichprobe des Merkmals X =, Note in der Klausur® ist

z=(2,2,654,1,1,3,5,3,3,3,5,6,5,24,2,3,4,3,3,4,4,5).

Es handelt sich hierbei um eine Totalerhebung, es ist also U = G und X kann als ein quan-
titatives diskretes Merkmal betrachtet werden. (Die Einordnung als quantitatives diskretes
Merkmal ist sicherlich diskussionswiirdig: Man kénnte X auch als Rangmerkmal betrachten,
wenn man annimmt, dass der Abstand zwischen den jeweiligen Noten nicht gleichméBig ist.)

1.2.1. Absolute und relative Haufigkeiten.

Definition 47. Sei z = (z1,..
Ausprégungsmenge A = {aq, ..

.,Ty) eine Stichprobe eines Merkmals X mit endlicher

am}und j € {l,...,m}.

e Die absolute Héufigkeit der Merkmalsausprégung a; ist die Anzahl des Auftre-
tens von a; in der Stichprobe . Sie wird haufig mit h(a;) oder h; bezeichnet.

e Die relative Haufigkeit der Merkmalsauspragung a; ist r; := h—n’ Sie wird haufig
auch mit r(a;) bezeichnet.

Bemerkung 48. Es gelten fiir die absoluten und relativen Héufigkeiten offenbar die folgen-
den Relationen.

e 0<h;<n firalleje{l,...,m}

’Z;nzlhj:n
e 0<r; <1 furalleje{l,...,m}
.Zgnzl/rj:]‘

Das Symbol E;”:l h; bezeichnet hier die Summe hy + ho + ... + 1 + Ay
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Beispiel 49. Wir betrachten wieder das vorherige Klausurnoten-Beispiel 46. Hier gilt fiir
die absoluten Haufigkeiten
h1 =2, ho=4, h3=7, hg=5 hs=5 hg=2
und fiir die relativen Haufigkeiten
2 4 7 1 1 2
TT = — To = — Tao = — Tag = — T'e = — Te = —.
1 25 ) 2 25 ) 3 25 y 4 5 ) 5 5 ) 6 25

Falls die Ausprigungmenge A wenig Elemente hat (also m eine kleine Zahl ist) so bieten
sich die folgenden graphischen Darstellungen der absoluten und relativen Haufigkeiten an.

Absolute Haufigkeit
Relative Haufigkeit

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Note in der Klausur Note in der Klausur

Abbildung 7: Balkendiagramm (Histogramm) der absoluten und relativen Haufigkeiten

Abbildung 8: Kreisdiagramm (Kuchendiagramm) der relativen Hiufigkeiten

1.2.2. Gruppierungen. Falls die Menge A der moglichen Merkmalsausprigungen sehr
grof3 oder sogar unendlich grof} ist, wie beispielsweise bei stetigen Merkmalen, so ist es manch-
mal sinnvoll, ,,nebeneinanderliegende® Merkmalsausprigungen zusammenzufassen, obwohl
dadurch Informationen ,,verloren gehen®.

. Wollten wir beispielsweise ein Balken- oder Kuchendiagramm zu dem Merk-
- mal , Korpergrofle” aus Beispiel 39 zeichnen, so wire dieses nicht hilfreich,
¢
y .

da vermutlich alle absoluten Haufigkeiten entweder gleich Null oder gleich
Eins wiren. (Es ist ja sehr unwahrscheinich, dafl zwei der betrachteten
Merkmalstriger genau die gleiche Kérpergroe haben.)

Man beachte im Folgenden, dass die Ausprigungsmenge A eines quantitativen Merkmals
eine Teilmenge der reellen Zahlen ist.

Definition 50. Sei X ein quantitatives Merkmal mit Ausprigungsmenge A C R. Eine
Gruppeneinteilung dieses Merkmals ist eine Zerlegung
A=GiU...UGuy

der Ausprégungsmenge in Intervalle G; = [a],a},,), die Gruppen genannt werden,
wobei j € {1,...,M} und @} < ... <a), <ahy ;.
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Bemerkung 51. Hat man eine Gruppeneinteilung eines Merkmals wie in der vorherigen
Definition 50 gegeben, so definiert man manchmal die Gruppenbreite der Gruppe G; als
die Zahl d; := a/, , — a; und die Gruppenmitte der Gruppe G; als m; := 3(a},, +af).

Definition 52. Sei z = (z1,...,,) eine Stichprobe eines quantitativen Merkmals X
mit einer gewihlten Gruppeneinteilung wie oben und j € {1,..., M}.

e Die absolute Gruppenhéufigkeit von G; ist die Anzahl der Merkmalsauspra-
gungen z; in der Stichprobe, die in G; enthalten sind. Sie wird h&ufig mit h(G;)
oder h; bezeichnet.

e Die relative Gruppenhé&ufigkeit von G ist r; := h# Sie wird haufig auch mit
r(G;) bezeichnet.

Beispiel 53 ([4]). Es liegen fuer 32 europiische Linder als Indikator fiir den Wohlstand die
Zahlen der PKWs pro 1000 Einwohner vor. Die gefundene und bereits geordnete Stichprobe
ist
x = (46,57,63,123,187,200,234,277,284,295,299, 301, 340, 353, 361, 377
399,406, 413,424,431, 446, 454, 463,475, 488, 505, 517, 539, 567, 640, 698).

Genauer betrachten wir das quantitative Merkmal X = Anzahl der PKWs pro 1000 Ein-
wohner“ und U = {1,...,32}, wobei jedes i € U eines der untersuchten europiischen Léinder
reprisentiert. Als Ausprigungsmenge wihlen wir A = [0, 700). Wir wihlen die Gruppenein-
teilung

Gy := [0,200), Gy := [200,300), G5 := [300,400), G4 := [400,500), G5 = [500, 700)

und erhalten

Gruppen | absolute Gruppenhéufigkeit | relative Gruppenhiufigkeit
G 5 0,15625
Go 6 0,1875
Gs 6 0,1875
Gy 9 0,28125
Gs 6 0,1875

Nun kénnen wir wieder die obigen graphischen Darstellungen der absoluten und relativen
(Gruppen)H#aufigkeiten benutzen.

200-299

0-199
300-399

500-699

Absolute Gruppenhaufigkeit

400-499

0199 200-299 300-399 400-499 500-699
Anzahl der PKWs pro 1000 Einwohner

Abbildung 9: Diagramme der absoluten und relativen Gruppenhéufigkeiten

Wir kénnen eine Gruppeneinteilung also dazu benutzen, aus einem quanti-
tativen stetigen Merkmal (oder zumindest einem quantitativem Merkmal

1, mit vielen verschiedenen Ausprigungen) ein quantitativ diskretes Merkmal
{ mit wenigen Ausprégungen zu machen. Eine Gruppeneinteilung ist also so-
- N zusagen eine Art ,, Diskretisierung*.

1.2.3. Die empirische Verteilungsfunktion.
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Definition 54. Sei © = (z1,...,,) eine Stichprobe eines quantitativen Merkmals X
mit Ausprigungsmenge A = {ay,...,a,} C R, wobei wir a1 < ... < a,, annehmen,
und j € {1,...,m}. Die empirische Verteilungsfunktion dieser Stichprobe ist die
Abbildung
F:R — [0,]]CR
0 falls t < ay
t — Ry falls ap <t < agq

1 falls a,, <t

wobei Ry, := Z?zl r; fur k € {1,...,m} die Summe der relativen Héufigkeiten r; der

Merkmalsausprégungen a; ist mit j < £ ist.

Beispiel 55. Wir betrachten wieder das vorherige Klausurnoten-Beispiel 46 mit Auspré-
gungsmenge A = {1,2,3,4,5,6}. Hier gilt

2 2 4 6 6 7 13 18 23
Rl*%, 32*2*54‘%*%, R3*2*5+%*%, R4*%, R5*%a
Die zugehérige empirische Verteilungsfunktion hat den folgenden Funktionsgraphen.

Re =1.

10

0.8 q

0.6 4

0.4 4

0.2 4

0.0

-1 ] 1 2 3 4 5 6 7 8

Bemerkung 56. Die empirische Verteilungsfunktion hat an den Stellen a; (auf der ,X-
Achse®) Spriinge der Hohe ;. Diese Funktion ist ein Beispiel einer nicht stetigen und mo-
noton wachsenden Funktion, die nur Werte zwischen 0 und 1 hat.

Auf den ersten Blick sieht die empirische Verteilungsfunktion einer Stich-
probe wie ein unnétiges und kiinstliches Konstrukt aus den relativen
Héufigkeiten der Stichprobe aus. Spéter werden wir jedoch abstrakte Ver-
——— teilungsfunktionen auf eine natiirliche Weise kennenlernen und sie mit em-
pirischen Verteilungsfunktionen , vergleichen®“. Es ist iibrigens auch kein
o 4 Zufall, dass die empirischen Verteilungsfunktionen mit einem grofien ,, F'“
bezeichnet werden, genau wie Stammfunktionen.

Nun wollen wir auch fiir eine Stichprobe eines gruppierten Merkmals eine empirische Vertei-
lungsfunktion definieren. Dieses wird fast analog zu der obigen Definition 54 gemacht, wobei
man allerdings zwischen den Punkten (a} 4, R;) ,linear interpoliert”, also eine Gerade zeich-
net.

Definition 57. Sei z = (z1,...,z,) eine Stichprobe eines quantitativen Merkmals X
mit einer gewdhlten Gruppeneinteilung mit Zerlegung
A=G1U...UG)
der Ausprigungsmenge in Intervalle G; = [a}, a} ;) wie in Definition 50. Die empiri-
sche Gruppenverteilungsfunktion dieser Stichprobe ist die Abbildung
F:R — [0,1]CR
0 falls t < a}

t = QR+ 5%y fallsd, <t <d,,
1 falls afy,, <t
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wobei Ry := 0 und Ry := Z;ﬂ:l rj fur k € {1,..., M} die Summe der relativen Grup-

penhéufigkeiten 7; von G ist mit j < k ist.
Beispiel 58. Wir betrachten wieder das vorherige PKW-Beispiel 53 mit Gruppeneinteilung

G1 :=[0,200), G :=[200,300), G := [300,400), G4 := [400,500), G5 = [500,700).
Hier gilt

5 5 6 11 11 6 17 26

Ry:=0, Ri=—, Ro=—+—=—, R3=—+4+—==—, Ry=—

0=l Mgy T m TR T MTnTn o MR
Die zugehorige empirische Gruppenverteilungsfunktion hat den folgenden Funktionsgraphen.

Ry = 1.

10

0.8 q

0.6 4

0.4

0.2 4

0.0

T T
—100 ] 100 200 300 400 500 600 700 800

1.2.4. Lage- und Streuungsmafle. Neben den graphischen Darstellungen aus dem vor-
herigen Kapitel, wollen wir einer Stichprobe eines Merkmals in diesem Kapitel Zahlenwerte
zuordnen. Fiir eine Stichprobe x eines quantitativen Merkmals, also eines Merkmals mit
Auspragungsmenge A C R, unterscheidet man grob zwischen
e Lagemaflen, also Zahlen, welche die Lage der Stichprobenwerte x; in Bezung auf
die ,Messskala“ R beschreiben (wie z.B. empirischer Mittelwert, empirischer Median,
Quantile,. .. ) und
e Streuungsmaflen, also Zahlen, welche die Abweichung der Stichprobenwerte z;
von einem Lagemaf} beschrieben (wie z.B. empirische Varianz, empirische Standard-
abweichung,. . . ).

. Diese beiden Begriffe sind (zumindest in diesem Skript) nicht klar definiert
‘ und dienen daher nur zur groben sprachlichen Orientierung.

D
Zunéchst fiihren wir jedoch in der folgenden Definition einen kennzeichnenden Wert fiir eine
Stichprobe eines beliebigen Merkmals ein.

Definition 59. Sei z = (z1,...,,) eine Stichprobe eines Merkmals X. Ein Modal-
wert der Stichprobe ist ein Stichprobenwert ;04 € {21, ..., 2y}, der am hiufigsten in
der Stichprobe vorkommt.

Beispiel 60. Im vorherigen Klausurnoten-Beispiel 46 ist x,,,q = 3 ein Modalwert. In die-
sem Beispiel gibt es nur einen Modalwert. Daher kann man hier von dem Modalwert der
Stichprobe reden. Im Allgemeinen muss ein Modalwert natiirlich nicht eindeutig sein, d.h.
es kann mehrere Modalwerte der Stichprobe geben.

Bemerkung 61. Man kann Modalwerte zu einer Stichprobe eines Merkmals einer beliebigen
Klasse betrachten, wie zum Beispiel eines qualitativen Merkmals. Insbesondere muss ein
Modalwert in diesem Fall nicht unbedingt eine reelle Zahl sein.

Bemerkung 62. Ist x = (z1,...,2,) eine Stichprobe eines quantitativen Merkmals X mit
einer gewéhlten Gruppeneinteilung wie in Definition 50, so kann man einen Gruppenmo-
dalwert der Stichprobe als die Gruppenmitte zp,,0¢q = m; einer am haufigsten besetzten
Gruppe G; definieren. Dieses wollen wir in diesem Skript aber nicht weiter betrachten.

Nun fithren wir einige wichtige Lagemafe fiir Stichproben quantitativer Merkmale ein.

~19 —



Definition 63. Sei © = (z1,...,%,) eine Stichprobe eines quantitativen Merkmals X.
Der empirische Mittelwert der Stichprobe ist die reelle Zahl

n
_ 1
T = — E 50
n -
=1

Bemerkung 64. Ist © = (z1,...,2,) eine Stichprobe eines Merkmals X mit endlicher
Auspriagungsmenge A = {ay,...,an,}, so gilt

wobei die h; die absoluten und die r; die relativen Héufigkeiten bezeichnen.

Bemerkung 65. Ist © = (z1,...,2,) eine Stichprobe eines quantitativen Merkmals X mit
einer gewéhlten Gruppeneinteilung wie in Definition 50, so kann man einen empirischen
Gruppenmittelwert der Stichprobe als

m m

_ 1 L

xXr = E E jm]- = E ’I’jm]‘,
j=1 j=1

definieren, wobei die h; die absoluten und die r; die relativen Gruppenhéufigkeiten und
die m; die Gruppenmitten bezeichnen. Dieses wollen wir in diesem Skript aber nicht weiter
betrachten.

Beispiel 66. Es werden 10 Personen nach ihrem Brutto-Einkommen befragt und es ergibt
sich die Stichprobe

x = (1600, 1800, 2150, 2200, 2465, 2745, 3000, 3110, 3500, 16000).

Der empirische Mittelwert der Stichprobe ist Z = 3857. Man sieht, dass der empirische
Mittelwert ,,nicht robust gegeniiber Ausreiflern® wie dem Stichprobenwert z19 = 16000 ist.

Das vorherige Beispiel 66 zeigt, dass der Mittelwert nicht die ,Mitte der Stichprobe*, son-
dern den Durchschnitt aller Stichprobeneintriage beschreibt. Daher fithrt man den folgenden
Begriff des empirischen Medians ein.

Definition 67. Sei 2 = (z1,...,2,) eine Stichprobe eines quantitativen Merkmals X,
wobei wir 1 < ... < z,, annehmen. Der empirische Median der Stichprobe ist die
reelle Zahl

o {%(mg +zny1) falls n gerade

8 ool falls n ungerade.

Beispiel 68. Im obigen Brutto-Einkommen-Beispiel 66 ist n = 10 gerade, der empirische
Median also

1 1

T= §($5 +x6) = 5(2465 + 2745) = 2605.
Wir sehen, dass der empirische Mittelwert ,,robuster gegeniiber Ausreiflern ist als der em-
pirische Mittelwert aus Beispiel 66.

Beispiel 69. Im Klausurnoten-Beispiel 46 orden wir zunichst die Stichprobe und erhalten
T = (1’ 17 27 27 27 2’ 37 37 37 37 3’ 37 37 47 47 4’ 47 47 57 57 5) 57 57 67 6)’
wobei wir (etwas ungenau) den gleichen Buchstaben ,z“ benutzen. Hier ist n = 25 ungerade,

der empirische Median also

T =12 25813:3.

wfg

Es gilt also fiir eine quantitative Stichprobe, dass mindestens die Hélfte der
Stichprobenwerte kleiner gleich und mindestens die Hélfte der Stichproben-
werte grofler gleich dem zugehorigen empirischen Median sind. Bei einem
ungeraden Stichprobenumfang n ist der empirische Median also genau ,,der
O Mittlere“ der (geordneten) Stichprobenwerte.
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Bemerkung 70. Man kann den empirschen Median auch an der empirischen Verteilungs-
funktion F': R — R ablesen. Betrachten wir dazu die Graphen der empirischen Verteilungs-
funktionen der Stichprobe aus dem Brutto-Einkommen-Beispiel 66 (links, Ausschnitt) und
der Stichprobe aus dem Klausurnoten-Beispiel 46 (rechts).

0.8 4 0.8 1

0.6 4 0.6 4

0.4 0.4 1

0.2 4 0.2 4

0.04 0.0

2200 2465 2745 3000 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Wir méchten gerne fiir den empirischen Median die Gleichung F(x) = 0.5 auflosen, was
auf der liken Seite aber fiir alle z € [2465,2745) moglich und auf der rechten Seite nicht
1osbar ist. Daher wihlen wir auf der linken Seite die ,, Mitte® & = (2465 + 2745) = 2605 als
empirischen Median und auf der rechten Seite & = 3 als das ,,néchst groflere x*.

Beispiel 71. Fiir die Stichprobe x = (0,0,0,0,1000) ist der zugehérige empirische Mit-
telwert £ = % = 200, der empirische Median aber £ = 0. Dieses Beispiel zeigt, dass der
empirische Median zur Interpretation bestimmter Stichproben ungeeignet sein kann — gerade
weil er ,robust geneniiber Ausreiflern® ist.

Als weiteres Lagemaf} lernen wir nun eine Verallgemeinerung des empirischen Medians, die
Quantile, kennen. Die Motivation fiir die folgende Definition ist die graphische Beobachtung
aus der vorherigen Bemerkung 70. Wir suchen nun eine ,, Losung” der Gleichung F(z) = p
fiir ein vorgegebene Zahl p mit 0 < p < 1.

Definition 72. Sei z = (z1,...,2,) eine Stichprobe eines quantitativen Merkmals X,
wobei wir 1 < ... < z,, annehmen. Sei weiter p € (0, 1) eine reelle Zahl. Das p-Quantil

der Stichprobe ist die reelle Zahl
5 o 3(@np + Tnpt1) falls np € N
L [inp] falls np ¢ N,
wobei [np] die kleinste natiirliche Zahl k mit k > np bezeichnet.

Bemerkung 73. Das 0, 5-Quantil einer Stichprobe ist genau der empirische Median £ 5 =
Z. Man nennt das p-Quantil einer Stichprobe auch das (p - 100)-Perzentil. So ist beispiels-
weise das 0, 25-Quantil das 25-Perzentil. Man nennt auflerdem das 0,25-Quantil auch das
untere Quartil und das 0, 75-Quantil das obere Quartil.

Beispiel 74. Wir betrachten das Klausurnoten-Beispiel 46 mit n = 25 und mochten das
zugehorige untere Quartil, also das p-Quantil mit p = 0,25, bestimmen. Es ist die Zahl
np = 25-0,25 = 6,25 nicht natiirlich und die niichst gréfiere natiirliche Zahl ist [np] = 7.
Es ist also

£0725 = T7 = 3.
Fiir das zugehorige obere Quartil gilt 25 - 0,75 = 18,75, also Zo,75 = 18,751 = T19 = 5.

Beispiel 75. Wie betrachten das Brutto-Einkommen-Beispiel 66 mit n = 10. Hier ist das
untere Quartil Zg 25 = 2150, der empirische Median Z = 2605 und das obere Quartil Zg 75 =
3110. Man veranschaulicht diese Daten oft in einem Boxplot.

— 21 —



Median

— 1

"

1500 1750 2000 2250 2500 2750 3000 3250 3500

Abbildung 10: Boxpolts zum Brutto-Einkommen-Beispiel (ohne ,, Ausreifier)

Hier beschreibt der mittlere Strich den empirischen Median, das linke Ende der Box das
untere und das rechte Ende der Box das obere Quartil. Die beiden d&ufleren vertikalen Striche
heiflen ,,whisker“ und markieren das untere und das obere Ende der Stichprobenwerte ohne
,Ausreifler“. Die ,, Ausreifler* markiert man oft mit Kreisen oder Kreuzen.

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

Abbildung 11: Boxpolt zum Brutto-Einkommen-Beispiel (mit ,, Ausreifiern®)

Bemerkung 76. Ist © = (z1,...,2,) eine Stichprobe eines quantitativen Merkmals X
mit einer gewihlten Gruppeneinteilung und p € (0,1) eine reelle Zahl, so kann man das
p-Gruppenquantil der Stichprobe als eine Losung #, der Gleichung F(%,) = p definie-
ren, wobei F': R — R die zugehorige empirische Gruppenverteilungsfunktion ist. Schaut
man sich deren Funktionsgraphen (wie im obigen Beispiel 58) an, so sieht man, dass die
Gleichung F(Z,) = p eine eindeutige Losung hat, wenn man fordert, dass die relativen
Gruppenhéaufigkeiten positiv sind. Dieses wollen wir in diesem Skript aber nicht weiter be-
trachten.

Abschlielend wollen wir noch zwei wichtige und verwandte Streuungsmafie kennenlernen, die
jeweils die Abweichung der Stichprobenwerte vom empirischen Mittelwert Z beschrieben.

Definition 77. Sei x = (x1,...,%,) eine Stichprobe vom Umfang n > 2 eines quan-
titativen Merkmals X mit empirschem Mittelwert z. Die empirische Varianz der
Stichprobe ist die reelle Zahl

2 IS =2
s° = n_lg(wi—x) .
Die empirische Standardabweichung der Stichprobe ist die reelle Zahl
s :=Vs2.

Bemerkung 78. Die empirische Varianz (und auch die empirische Standardabweichung)
misst also, wie stark die Stichprobenwerte x; vom empirischen Mittelwert Z abweichen. Die
Summanden (z; — #)? in der obigen Definition 77 sind (durch das Quadrat) nicht-negative
Zahlen, welche die Abweichung von z; von Z beschrieben.
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Bemerkung 79. Es gilt

(00 2) = 2na? + na?)
nil (Zz;l 1'22 - TL:Z'2)

und der untere Ausdruck ist in der Praxis oft einfacher auszurechnen, indem man zunéchst
die Zahlen Y7 | 7 und Z einzeln ausrechnet. (Andererseits ist die Zahl Y ;" | #? manchmal
sehr grof}, was wiederum fiir eine Ausrechnung durch die urspriingliche Formel aus der
Definition 77 spricht.)

Beispiel 80. Wir betrachten das Brutto-Einkommen-Beispiel 66 mit n = 10, £ = 3857 und

10
> af = 16002 + 18002 + 2150% 4 22007 + 24652 + 2745
i=1 +3000 + 3110% + 35007 + 16000

= 315795850.

Mit 2 = 14876449 und nz? = 148764490 gilt s? = 18559040 und s ~ 4308, 02.

Bemerkung 81. Ist x = (x1,...,2,) eine Stichprobe vom Umfang n > 2 eines quantitati-
ven Merkmals X mit endlicher Ausprigungsmenge A = {a1,...,an}, so gilt

n m

2 _ 2
g x; = E hja;
i=1 j=1

wobei die h; die absoluten Haufigkeiten bezeichnen. Diese Bechreibung macht die Ausrech-
nung der linken Seite manchmal etwas leichter, wie das folgende Beispiel 82 zeigt.

Beispiel 82. Wir betrachten das Klausurnoten-Beispiel 46 mit n = 25, = 3,52 und
25
doaf=2-1"+4.2247-3°4+5-4°+5.5"+2-6° = 358.

i=1
Mit z2 = 12,3904 und nz2 = 309, 76 gilt s> = 2,01 und s ~ 1,42.
Bemerkung 83. Ist x = (x1,...,2,) eine Stichprobe vom Umfang n > 2 eines quantitati-

ven Merkmals X mit empirschem Mittelwert T und einer gewéhlten Gruppeneinteilung, so
kann man die empirische Gruppenvarianz der Stichprobe als die reelle Zahl

1 m
§2 = g hjm? — nz?
n—11\F%
Jj=1

und die empirische Gruppenstandardabweichung als die reelle Zahl s = v/s2 definieren,
wobei die h; die absoluten Gruppenhéufigkeiten und die m; die Gruppenmitten bezeichnen.
Dieses wollen wir in diesem Skript aber nicht weiter betrachten.

1.3. Zweidimensionale Stichproben. Wir mochten eine Grundgesamtheit G auf zwei
Merkmale X und Y untersuchen. Dabei hat X die Ausprigungsmenge A und Y die Aus-
pragungsmenge B. Es sei U = {1,...,n} C G die als endlich angenommene Untersuchungs-
menge.

Definition 84. Eine zweidimensionale Stichprobe zy zweier Merkmale X und Y
ist eine Abbildung xy: U — A X B, also mit anderen Worten ein Tupel

Y = ((371,y1) coog (mnvyn))v

wobei z; € A und y; € B die jeweiligen Merkmalsausprigungen des i-ten Merkmal-
strigers sind. Es heifit n = |U| der Stichprobenumfang.

Bemerkung 85. Eine zweidimensionale Stichprobe nennt man manchmal auch eine biva-
riate Stichprobe.
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Bemerkung 86. Es gibt keinen Unterschied zwischen einer zweidimensionalen Stichprobe
zy (von X und Y) und einem Paar von Stichproben (z,y), wobei © = (z1,...,2,) eine
Stichprobe des Merkmals X und y = (y1,...,yn) eine Stichprobe des Merkmals Y ist.
Genauer gesagt kann man aus zwei Abbildungen x: U — A und y: U — B eine eindeutige
Abbildung
zy: U — AxB
i (2(i),y(i))

definieren und umgekehrt.

Die vorherige Bemerkung 86 sagt ja, dass es keinen Unterschied zwischen
. zwei ,einzelnen“ Stichproben z und y und einer zweidimensionalen Stich-
» probe zy gibt — aus dem einen bekommt man das andere und umgekehrt!

—— Wir fiihren den Begriff der zweidimensionalen Stichprobe aber trotzdem
ein, da zum einen die Literatur diesen Begriff benutzt und zum anderen
O die Einfithrung eines solchen Begriffs vielleicht einfacher ist, als immer von
einem ,,Paar von Stichproben“ zu reden.

Definition 87. Sei xy = ((z1,%1) - - -, (%n,yn)) eine zweidimensionale Stichprobe zwei-
er Merkmale X und Y mit jeweils endlichen Auspriigungsmengen A = {ay,...,a,,} und
B = {by,...,b}. Sei auflerdem j € {1,...,m} und k € {1,...,1}.
e Die absolute Hiufigkeit von (aj,by) ist die Anzahl des Auftretens von (a;, by)
in der Stichprobe xy. Sie wird héufig mit h(a;, by) oder hjj, bezeichnet.
e Die relative Hiufigkeit von (a;,by) ist 7, = h#’“ Sie wird haufig auch mit
r(a;, by) bezeichnet.
Auflerdem definiert man Bezeichnungen fiir gewisse Summen dieser Héufigkeiten.

e Die absolute Randhéaufigkeit von a; ist hje := 2221 hjk.
e Die absolute Randhé&ufigkeit von by, ist hey := Z;ﬂzl hjk.
e Die relative Randh&ufigkeit von a; ist 7je := 22:1 k-
e Die relative Randhiufigkeit von by ist 74 := Z;’;l Tk

Ist zy eine zweidimensionale Stichprobe zweier Merkmale X und Y mit wenig Ausprigungen
(also ,kleinen“ Auspriigungsmengen) so kann man zur Darstellung dieser Stichprobe eine
Kontingenztafel oder Haufigkeitstabelle benutzen. Es gibt jeweils eine Kontingenztafel
fiir die absoluten Haufigkeiten

by -+ b | Randhéufigkeit X
ai hiin -+ hy hie
Am hm,l te hml hm,o
Randhéaufigkeit Y | he1 -+ he; Nee = 1N
und fiir die relativen Haufigkeiten.
b1 --- b | Randhéufigkeit X
ai i1 0 T Tle
Am Tm1 T'ml Tme
Randhéufigkeit Y | re1 -+ 7Te; Tee = 1

Beispiel 88. Es werden alle n = 90 Teilnehmer+innen einer Vorlesung zu ihrem Mensa- und
Kaffetrinkverhalten befragt. Genauer messen wir das qualitative Merkmal X =, Person isst
in der Mensa“ mit Ausprigungsmenge A = {Ja,Nein} und Y =, Art des Kaffeegetrinks®
mit Ausprdgungsmenge B = {Filter, Spezial, Keiner}. Die Kontingenztafel der absoluten
Héufigkeiten fiir die gefundene Stichprobe ist die folgende.
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‘ Filter Spezial Keiner ‘
Ja hi1 =3 hio = 25 hiz3 =19 hie = 47
Nein hor =11 hog = 23 hoz =9 hoe = 43
| hei =14  hey =48  he3 =28 | hee =90

1.3.1. Empirische Unabhéngigkeit. In diesem Kapitel wollen wir ein Maf} (dieses wird
eine reelle Zahl sein, der sogenannte ,, Kontingenzkoeffizient“) dafiir einfithren, wie sehr die
Merkmalsauspragungen von X und Y in einer zweidimensionalen Stichprobe xy ,, voneinan-
der abhéngen“.

Beispiel 89. In dem obigen Mensa-Kaffee-Beispiel 88 ist allein durch das Ansehen der
Kontingenztafel nicht ersichtlich, ob es einen Zusammenhang zwischen dem Mensabesuch
und der Wahl des Kaffeegetréinks gibt.

Definition 90. Sei 2y = ((x1,91) - - ., (Zn,Yn)) eine zweidimensionale Stichprobe zwei-
er Merkmale X und Y mit jeweils endlichen Auspriigungsmengen A = {ay,...,a,,} und
B ={by,...,b}. Sei auBlerdem j € {1,...,m} und k € {1,...,1}, wobei wir annehmen,
dass hje 7# 0 7# her gilt.

e Die bedingte Haufigkeit von Y = b, unter der Bedingung X = q; ist

o il T
fr(bulay) = 2 = 22

>
<
o

e Die bedingte Haufigkeit von X = a; unter der Bedingung Y = b;, ist

h ik Tik
P (aglb) o= 725 = T2
! her — Tek
:, Bitte erschrecken Sie sich nicht vor dieser Definition! Wir werden sie nicht

oft brauchen, da diese Begriffe uns hauptséichlich als Motivation fiir die
Einfiihrung des oben erwidhnten ,, AbhéingigkeitsmafBles“ dienen werden.

D
Bemerkung 91. Es gilt Y7 | fx(a;|bx) = 1 und Sy fy(brlag) = 1.

Beispiel 92. Wir betrachten wieder das Mensa-Kaffee-Beispiel 88. Hier kénnen wir die fol-
genden zwei Tabellen der jeweiligen bedingten Haufigkeiten aufstellen.

‘ Filter Spezial Keiner
Ja fr(bila) =% fr(bola) =3 frbsla) =3
Nein fY(b1|(12) = % fY(bz|CL2) = % fy(b3|a2) = %
‘ Filter Spezial Keiner
Ja fx(ai|by) = 2 fx(ai]bz) = 22 fx(arlbs) = 52
Nein | fx(aolby) =14 [x (az|bz) = 22 fx(azlbs) = 5%
Definition 93. Sei xy = ((z1,%1) - - -, (©n, Yn)) eine zweidimensionale Stichprobe zwei-
er Merkmale X und Y mit jeweils endlichen Ausprigungsmengen A = {a1,...,am}

und B = {by,...,b;}, wobei wir annehmen, dass hje # 0 # hei gilt. Es heilen X und
Y empirisch unabhiingig, falls fiir alle k € {1,...,1} gilt

fy(bglar) = ... = fy (bklam) =: fy (bk)
oder #quivalent, falls fiir alle j € {1,...,m} gilt
fx(ajlbr) = ... = fx(ajlbi) =: fx(a;).
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Es sind also X und Y empirisch unabhéingig, wenn fiir alle k der Wert
fv (bk|a;) nicht ,von a; abhingt*. Im vorheringen Mensa-Kaffee-Beispiel 92
sind X und Y also empirisch unabhéngig, wenn in der ersten Tabelle jeweils
die Spalten gleiche Werte aufweisen (oder dquivalent, wenn in der zweiten
) Tabelle jeweils die Zeilen gleiche Werte aufweisen).

Bemerkung 94. Es ist etwas merkwiirdig, dass die vorherige Definition eine Eigenschaft
der Merkmale X und Y definiert, aber im Wesentlichen von der Stichprobe zy abhéngt.

In dem folgenden Satz wollen wir den Begriff der empirischen Unabhéngigkeit auf eine andere
Weise beschreiben. Diese Charakterisierung erlaubt uns dann zu messen, , wie stark® zwei
Merkmale empirisch unabhéngig sind.

Satz 95. Sei eine zweidimensionale Stichprobe xy wie in Definition 93 gegeben. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) X und Y sind empirisch unabhéngig.
(2) Fiir alle j € {1,...,m} und alle k € {1,...,1} gilt hj, = 2olek,
Beweis. Zunichst bemerken wir, dass fiir alle k € {1,...,1} gilt
hik  hje . hje
L) = bilas) - _
P > fr(belay) -

j=1

m m m
hjk
Tek = E Tik = E - = E
: n -
Jj=1 =1 j=1

Nun zeigen wir, dass aus der Aussage (1) die Aussage (2) folgt. Unter der Annahme von (1)
gilt also fiir alle k € {1,...,1}, dass fy(bkla;) = fy(bg) fir alle j € {1,...,m} und damit,
dass

- h; " hj
ok = bp) - 22 ) = b EARE by).
Tek ;(fy( k) n) Jy ( k); . Jy (br)
Daraus folgt fiir alle j € {1,...,m} und alle k € {1,...,1}, dass
hjk Dok
hj. = fy(brlaj) = fy (bx) = rer = .
was nach Umstellung
hiele
ergibt. )
Es ist eine Ubung, die andere Implikation zu beweisen. O

Bemerkung 96. Der Beweis des vorherigen Satzes 95 kann dazu benutzt werden zu zeigen,
dass die beiden Bedingungen in Definition 93 tatséchlich &dquivalent sind.

Wenn wir also messen wollen, wie ,stark® zwei Merkmale X und Y empirisch unabhéngig
sind, kénnen wir untersuchen, wie grof§ die Zahl
hj.h.k
Rk "

fiir jedes k und jedes j ist. Ist sie gleich Null (fiir jedes j und k), so sagt uns der vorherige
Satz 95 ja gerade, dass X und Y empirisch unabhéngig sind. Um diese Abweichungen in
nur einer Zahl (und nicht in jeweils einer fiir jedes j und k) zu messen, méchten wir die
obigen Zahlen alle addieren. Damit sich nicht eine negative dieser Zahlen mit einer positiven
zu Null addiert (obwohl vielleicht keine empirische Unabhéngigkeit vorliegt), summieren wir
die Quadrate der obigen Zahlen, die ja immer positiv sind, und erhalten die Zahl

m 1 hj.h.k 2

S (- et

: n

j=1k=1
Diese Zahl ,normiert“ man nun noch auf eine bestimmte Weise und erhélt die folgende
Definition.

Definition 97. Sei eine zweidimensionale Stichprobe zy wie in Definition 93 gegeben.
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e Der x?-Koeffizient (,Chi-Quadrat-Koeffizient“) von xy ist die (nicht-negative)
Zahl

m 1 &

i — hin)? . hiehe

2= 30 3 ik hsw) o 07 wobei o= Mehek
j=1k=1 Jk

e Der (Pearson’sche) Kontingenzkoeffizient von xy ist die (nicht negative) Zahl

K = X .
n+ x2
e Der korrigierte Kontingenzkoeffizient von zy ist die (im Intervall [0, 1] liegen-
de) Zahl
2 M . .
K=K - V1 wobei M := min{m,[}.

Bemerkung 98. Es gilt

K*'=0 & K=0 < x*=0 < X undY sind empirisch unabhingig
und X und Y sind umso ,,empirisch unabhéngiger®, desto kleiner diese Zahlen jeweils sind.
Beispiel 99. Wir méchten im Mensa-Kaffee-Beispiel 88 entscheiden, wie sehr die Merkmale
X und Y empirisch unabhéngig sind. Hierfiir miissen wir den zugehorigen korrigierten Kon-
tingenzkoeflizienten K* bestimmen, wofiir wir zunichst den zugehorigen XQ-KOGﬂ:iZiGPtGH

ausrechnen wollen. Hierfiir wiederum ist es empfehlenswert, zunéchst eine ,, Tabelle der h;;“,
eine sogenannte Unabhéingigkeitstabelle, hinzuschreiben.

‘ Filter Spezial Keiner
Ja hii ~ 7,31 hip~ 25,06  his ~ 14,62

Nein | hot &~ 6,68  hos ~ 22,93 hos ~ 13,37
Es ist beispielsweise hiy = % =~ 7,31. Bei empirischer Unabhéngigkeit wiren die Werte in

dieser Unabhingigkeitstabelle gleich denen in der Kontingenztafel (siehe Beispiel 83). Nun
rechnet man

/8,06 /[ 2

2 9 %

~ K~y —— ~0,2 K=K /—— =~0.4

X 8,06, 90+ 8,06 0, 287, 5.1 0,405,

die beiden Merkmale X und Y sind also nicht besonders stark empirisch abhéngig.

Bemerkung 100. Hat man Merkmale X und Y mit jeweils zweielementigen Auspragungsmengen
gegeben, ist also m = 2 und [ = 2, so lisst sich der y2-Koeffizient auch durch

2 (h11haa — hi2ha1)?
X*=n-
h10h2oh01h02

ausdriicken, was Rechnungen vereinfachen kann, wie das folgende Beispiel 101 zeigt.

Beispiel 101. Es wurden n = 100 Personen zu den Merkmalen X = Bezug von Kin-
dergeld“ mit Ausprigungsmenge A = {Ja,Nein} und ¥ =, Kinder vorhanden“ mit Aus-
prigungsmenge B = {Kinder, Keine} befragt. Wir vermuten natiirlich, dass diese beiden
Merkmale sehr stark empirisch abhingig sind. Die Kontingenztafel der absoluten Haufigkeiten
fiir die gefundene Stichprobe ist die folgende.
Kinder Keine
Ja h11 =62 h12 =0 hl. =62
Nein h21 = O h22 = 38 hg. == 38
he1 = 62 he2 = 38 hee = 100

. —_ 2 . . . . .
Es gﬂg X2 :”100 . % = 7100. (Insbesondere sehen wir hier noch einmal explizit, dass
der x*-Koeffizient stark vom Stichprobenumfang n = 100 abh#ingen kann.) AuBerdem ist

K = ,/ﬁ = \/g und damit K* = 1. Die beiden Merkmale X und Y sind also sehr
stark empirisch abhéingig.
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Bemerkung 102. Eine beliebte Fehlinterpretation einer starken empirischen Abhéngigkeit
zweier Merkmale ist, dass eine bestimmte Ausprigung des einen Merkmals eine bestimmte
Auspriagung des anderen Merkmals ,,zur Folge hat“. Man spricht bei dieser Fehlinterpretation
auch von einer Scheinkausalitét (welche manchmal irrefithrenderweise auch ,,Scheinkorre-
lation“ genannt wird). Schaut man sich das vorherige Beispiel 101 an, so besteht sicherlich
in der Realitét die Kausalitatsrelation

,Bezug von Kindergeld = Ja“ ==, Kinder vorhanden = Kinder"

wobei der Pfeil ,—“ bedeuten soll, dass die linke Seite sie rechte Seite impliziert, also ,,zur
Folge hat“. Man konnte also auf die Idee kommen, dass eine hohe empirische Abhéngigkeit
stets von einer solchen Kausalrelation herkommt. Dieses ist jedoch falsch und fiithrt zu vielen
schwerwiegenden Fehlinterpretationen.

Beispiel 103. Als Beispiel einer Scheinkausalitéit, wie sie in der vorherigen Bemerkung 102
beschrieben wurde, kénnte in einer (zweidimensionalen) Stichprobe eine starke empirische
Abhéngigkeit zwischen den Merkmalen X =, Existenz einer Tétowierung® und Y =, Verstor-
ben mit weniger als 60 Jahren* festgestellt werden und anschlieend die falsche Schlussfol-
gerung getroffen werden, dass die Existenz einer Tatowierung zu einem frithen Tod fiihrt.
Eine Schlagzeile zu dieser falschen Schlussfolgerung wére: ,, Tétowieren ist todlich“. Eine Er-
klarung fiir die empirische Abh#ngigkeit dieser beiden Merkmale kénnte aber zum Beispiel
eine andere gemeinsame Ursache, wie beispielsweise ein bestimmter Lebensstil, sein.

1.3.2. Kovarianz und Korrelationskoeffizient. In diesem Kapitel wollen wir ein weite-
res MaB (dieses wird eine reelle Zahl sein, der sogenannte ,,Korrelationskoeffizient*) dafiir
kennenlernen, wie sehr die Merkmalsauspragungen von X und Y in einer zweidimensio-
nalen Stichprobe zy ,,voneinander abhingen®“. Wie wir schon im Kapitel 1.2.2 diskutiert
haben, sind die absoluten Haufigkeiten eines quantitativen Merkmals (mit einer grofien Aus-
prigungsmenge) oft Eins oder Null. Daher ist hier das im vorherigen Kapitel eingefiihrte
Ma$B fiir eine Abhiingigkeit, der (korrigierte) Kontingenzkoeffizient, nutzlos. (Wir kénnten
uns natiirlich auch mit einer Gruppeneinteilung wie in Kapitel 1.2.2 behelfen und den kor-
rigierten Kontingenzkoeffizient benutzen, wollen aber eine andere Methode kennenlernen).

Im Wesentlichen kann man sich merken, dass wir fiir qualitative oder Rang-
» merkmale den (korrigierten) Kontingenzkoeffizienten und fiir quanti-
0 tative Merkmale den (unten eingefiihrten) empirischen Korrelationsko-
effizienten benutzen sollten, wenn wir die Stirke der Abhéngigkeit zweier

D Merkmale beschreiben mochten.

Definition 104. Seizy = ((x1,91) - - -, (Tn,Yn)) eine zweidimensionale Stichprobe vom
Umfang n > 2 zweier quantitativer Merkmale X und Y.

e Die (korrigierte) empirische Kovarianz von zy ist die reelle Zahl

1< _ _
Sxy = n—1 Z;(:Ez - 13)(2/1 - y),
wobei Z den empirische Mittelwert der Stichprobe z = (x1,...,2,) und § den

empirische Mittelwert der Stichprobe y = (y1,...,yn) bezeichnet.
e Der empirische Korrelationskoeffizient von zy ist die (im Intervall [—1,1]
liegende) Zahl
Szy
Sg - Sy
wobei s, die empirische Standardabweichung von  und s, die empirische Stan-
dardabweichung von y bezeichnet.

Py 5=

Bemerkung 105. Durch eine Umformung ergibt sich fiir den empirischen Korrelationsko-
effizienten die Formel

Yol Ty — nEy
(VI a7 =na?) - (VI vZ —niP)

welche in der Praxis oft einfacher zu verwenden ist.

Txy
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Bevor wir uns Beispielen von empirischen Korrelationskoeffizienten widmen, wollen wir uns
ansehen, was der empirische Korrelationskoeffizient fiir eine , graphische Bedeutung® hat.
Als graphische Darstellung einer zweidimensionalen Stichprobe zy = ((z1,y1) .., (Zn,yn))
zweier quantitativer Merkmale X und Y mit Auspriagungsmengen A C R und B C R bietet
sich oft ein sogenannter Scatterplot an.

. .
80 .
.
.
704 S et
. . %, e
] : .
60 .: oo ge v, .
s e Bk l.. ot .
] .« ete
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Abbildung 12: Scatterplot

Hierbei zeichen wir fiir jede Merkmalsausprigung (z;,y;) einen Punkt in die euklidische
Ebene A x B C R xR = R2. Im obigen Bildchen ist beispielsweise A = [2, 8] (die ,,X-Achse®)
und B = [20,100] (die ,, Y-Achse®).

Bemerkung 106.

o Falls der empirische Korrelationskoeflizient r, nahe bei 1 liegt, deutet dieses auf einen
starken positiven linearen Zusammenhang hin. Mit anderen Worten bedeutet die-
ses, man kann durch die Punkte im zugehorigen Scatterplot ungefihr eine Gerade mit
positiver Steigung legen.

e Falls der empirische Korrelationskoeffizient 7., nahe bei —1 liegt, deutet dieses auf
einen starken negativen linearen Zusammenhang hin. Mit anderen Worten bedeutet
dieses, man kann durch die Punkte im zugehé¢rigen Scatterplot ungefdhr eine Gerade
mit negativer Steigung legen.

e Falls der empirische Korrelationskoeflizient r,, nahe bei 0 liegt, deutet dieses auf kei-
nen linearen Zusammenhang hin (es kénnte aber durchaus einen komplizierteren, wie
beispielsweise einen exponenziellen, Zusammenhang geben).

1.0 0.8 0.4 0.0 -0.4 08 -1.0
S O#F ¥ % % N

1.0 1.0 1.0 -1.0 -1.0 -1.0

0.0 0.0 0.0 0.0
NS My W
A, w4 §
Fh et R

Abbildung 13: Verschiedene Scatterplots mit empirischen Korrelationskoeffizienten [5]

Bemerkung 107. Man sagt die Merkmale X und Y seien
e (linear) unkorreliert, falls 0 < |r;,| < 0,2,
o schwach (linear) korreliert, falls 0,2 < |r;,| < 0,5,
o mittel (linear) korreliert, falls 0,5 < |rg,| < 0,8,
o stark (linear) korreliert, falls 0,8 < |ry,| <1,

aber diese Begriffe sind offenbar nicht klar definiert und daher mit Vorsicht zu verwenden.
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Beispiel 108. Es wurden n = 10 Personen zu den beiden quantitativ stetigen Merkmalen
X =, Korpergrofie“ und Y =, Gewicht“ befragt und die folgende Stichprobe gefunden

vy = ((172,72),(166,59), (172,65), (178, 76), (160, 62),
(168,74), (170,72), (177,70), (174, 62), (180, 85)).

Der zugehorige Scatterplot sieht wie folgt aus.
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50

Es sind z = %(1)7 = 17,7 und § = % = 69,7 die empirischen Mittelwerte von = und

Y, Sg ~ /36,46 ~ 6,04 und s, ~ /62,01 ~ 7,87 die empirischen Standardabweichungen,
sowie 55, ~ 31,23 die empirische Kovarianz. Damit gilt fiir den empirischen Korrelationsko-
effizienten

Sz
Ty = —2 ~ 0,66
84Sy

und die beiden Merkmale sind mittel positiv (linear) korreliert.

Bemerkung 109. Obwohl bei einem empirischen Korrelationskoeffizienten, der nicht na-
he bei £1 liegt kein linearer Zusammenhang zwischen den Merkmalen X und Y besteht,
kann es jedoch trotzdem einen nichtlinearen Zusammenhang geben, wie schon in Bemer-
kung 106 erwiihnt wurde. Wenn man die ,, Art des moglichen Zusammenhangs“ (exponentiell,
logarithmisch,...) vermuten kann, kann man diesen Fall durch geeignete Umformungen auf
den linearen Fall zuriickfiihren, wie das folgende Beispiel 110 zeigt.

Beispiel 110. Wir berachten die beiden Merkmale X =, Tag ab dem 15. Mérz 2020“ und
Y =,Corona Todesfille (weltweit)“. Die folgende Tabelle enthiilt Daten der Weltgesund-
heitsorganisation (WHQO) vom 09.05.2020.

1 | 2 | 3| a| 5 | 6 | 7 | 8 | 9o | 10 | 11| 12 | 138 | 14 | 15 | 16
7030 | 7833 | 8779 | 9840 [ 11186 | 12784 | 12944 | 14653 | 16594 | 18573 | 21124 | 23477 | 26628 | 29997 | 33215 | 36522

Der zugehorige Scatterplot sieht wie folgt aus.
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Wir vermuten (beispielsweise durch Erfahrung oder Betrachtung des Scatterplots), dass
zwischen den Merkmalen X und Y kein linearer, sondern ein exponentieller Zusammenhang
besteht. Mit anderen Worten vermuten wir, dass man durch die Punkte im Scatterplot nicht
ungefahr eine Gerade, also den Graph einer Funktion x +— max + b, sondern ungefdhr den
Graph der Funktion x + ¢ -a* (mit entsprechendem Quell- und Zielbereich) fiir gewisse
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a > 0und ¢, \ € R legen kann . Zuniichst bemerken wir, dass man wegen ¢-a** = ¢-e(In(@2)z
(siehe Definition 24) auch nur Funktionen  — c-e™?* fiir ¢, m € R betrachten kann (man kann
ja einfach m = In(a)\ setzen). Mit dem gleichen Argument (man kann ja einfach b = In(+c¢)
setzen), konnen wir auch nur Funktionen x + + e®*™% fiir b, m € R betrachten. Wendet man
(unter der Voraussetzung eines positiven Vorzeichens) die natiirliche Logarithmusfunktion
hierauf an, bekommt man

x> In(e?tme) = b+ m o,

» Y -Achsenabschnitt“ , Steigung*

also eine ,, Geradenfunktion®. Mit anderen Worten vermuten wir nach Anwenden des (natiir-
lichen) Logarithmus auf die Merkmalsauspriigungen von Y einen linearen Zusammenhang.
Das Anwenden von In(—) liefert (ungefiihr) die folgende Tabelle.

1 | 2 | 3 | a | 5 | 6 | 7] 8 | 9 |10 |11 ] 12 | 13 | 14 | 15 | 16
8,858 | 8,966 [ 9,080 | 9,194 | 9,322] 9,456 | 9,468 | 9,592 9,717 [ 9,829 [ 9,958 | 10,064 | 10,190 | 10,309 | 10,411 | 10,506

Wir bezeichnen das durch Anwenden der Funktion ,,In“ modifizierte Merkmal Y als Z. Der
zu der (modifizierten) Stichprobe xz gehérige Scatterplot sieht wie folgt aus.

9.5 1

9.0 4 .

8.5

Nun mochten wir den empirischen Korrelationskoeffizienten dieser modifizierten Stichprobe
xz ausrechnen. Es sind z = 8,5 und z =~ 9,623 die empirischen Mittelwerte von x und z,
Se ~ 4,761 und s, =~ 0,529 die empirischen Standardabweichungen, sowie s,, ~ 2,5 die
empirische Kovarianz. Damit gilt fiir den empirischen Korrelationskoeflizienten

8.'L'Z
Tys = ~ 0,993
Sz Sz

und die beiden Merkmale X und Z sind stark positiv linear korreliert. Damit besteht also
zwischen den beiden urspriinglichen Merkmalen X und Y eine starke positive exponentielle
Korrelation (wir haben nicht genau definiert, was dieses bedeutet, konnten aber das obige
Vorgehen fiir eine Definition benutzen). Im folgenden Kapitel 1.3.3 versuchen wir, auf eine
,moglichst gute Weise“ eine Exponentialfunktion durch diese Stichprobenwerte zu legen.
(Mit anderen Worten versuchen wir ,méglichst passende®* m und b zu finden.)

1.3.3. Regressionsrechnung. In diesem Kapitel wollen wir zu einer zweidimensionalen

Stichprobe xy zweier quantitativer Merkmale X und Y, welche stark linear korreliert sind,
ungefiahr eine Gerade, die sonenannte Regressionsgerade, durch die Punkte

{($17y1)7 ceey (l‘n, yn)} - RQ

im zugehorigen Scatterplot legen.
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Eine Gerade in der Ebene R? ist der Graph einer linearen Funktion, also einer Funktion der
Form = — max + b fiir reelle Zahlen m (die ,Steigung®) und b (der ,,¥'-Achsenabschnitt®).
Unsere Aufgabe ist es also, die Zahlen m und b mit Hilfe der Stichprobe zy ,moglichst gut“
zu bestimmen.

Um dieses ,,moglichst gut® zu prézisieren, benutzen wir die Methode der kleinsten Qua-
drate, die wir nun diskutieren werden. Schauen wir uns dafiir den Abstand einer Merk-
malsausprigung (z;,y;) zu der durch die Funktion x — max + b beschriebenen Gerade an.

20
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Dieser im obigen Bild als griine Strecke illustrierte Abstand ist die Zahl |y; — (mz; + b)|.
Um die Giite der Geraden in Bezug auf die Stichprobe zu messen, wollen wir iiber diese
Abstinde fiir alle Merkmalsauspriagungen (x;,y;) summieren. Damit grofiere Absténde ein
grofleres ,,Gewicht“ beim Mafl dieser Giite haben (Diese grofien Absténde sollen besonders
schlecht sein), quadriert man diese Abstédnde noch und erhilt, abhéngig von m und b, die
nicht-negative reelle Zahl

n

Qﬂ?y(mv b) = Z(yl - (mxi + b))27

i=1

welche Summe der quadratischen Fehler genannt wird.

Definition 111. Sei zy = ((x1,91) - - -, (¥n,Yn)) eine zweidimensionale Stichprobe vom
Umfang n > 2 zweier quantitativer Merkmale X und Y. Eine Regressionsgerade fiir
xy ist eine Funktion
rmR — R
x = mr+b
mit der Eigenschaft, dass die Summe der Quadratischen Fehler @, (m,b) minimal ist
(unter allen Geraden).

Mit Differenzialrechnung in zwei Variablen kann man den folgenden Satz zeigen.
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Satz 112. Sei eine zweidimensionale Stichprobe xy wie in Definition 111 gegeben. Dann
existiert eine Regressionsgerade

und ist gegeben durch m := 22 und b := §—ma, wobei s, die empirische Kovarianz von
2y, 8 und s, die Jewelhge emplrlsche Standardabweichung und Z und g den jeweiligen
empirischen Mittelwert von z und y bezeichnen. Aulerdem verlduft der Graph der
Regressionsgeraden durch den Punkt (z, 7).

Bemerkung 113. Sei eine zweidimensionale Stichprobe zy wie in Definition 111 gegeben.
Wie gut beschreibt die im vorherigen Satz 112 angegebene Regressionsgerade die Stichprobe
xy tatsichlich? Wir schauen uns die Summe der quadratischen Fehler Q. (m,b) an (multi-
pliziert mit der von der Geraden véllig unabhéngigen Zahl ﬁ)

2 Sty
(1 )

2 2
sy (1 rmy)

Diese Zahl ist also klein, falls 7, ~ %1, die Merkmale X und Y also stark (linear) kor-
reliert sind. In diesem Fall approximiert die Regressionsgerade die Stichprobe zy also gut.
Insbesondere sehen wir, dass alle Stichprobenwerte (x;,y;) genau dann auf einer Geraden
(n&mlich der Regressionsgeraden) liegen, falls r,,, = £1.

Beispiel 114. Wir betrachten das Korpergrofle-Gewicht Beispiel 108. Hier gilt fiir die ,,Stei-
gung® m = 32 ~ 0,86 und fiir den , Y-Achsenabschnitt b = § — mz ~ —77,29, die Regres-
sionsgerade 1st also (ungefihr) durch die Funktion z — 0,86x — 77,29 gegeben. Die beiden
Bildchen am Anfang dieses Kapitels 1.3.3 zeigen den Graph dieser Regressionsgeraden.

Beispiel 115. Wir betrachten das Corona Beispiel 110 und die modifizierte Stichprobe
rz. Hier gilt m = 2 ~ 0,1103 und b = z — mZ ~ 8,686, die Regressionsgerade ist also

(ungefihr) durch dle Funktion z — 0,1103z + 8,686 gegeben.

951

9.0

8.5

Nun wollten wir aber urspriinglich den Graph einer Funktion z — 4 e®*™? auf eine ,,méglichst

gute Weise* durch den Scatterplot der Stichprobe zy legen. Die gesuchte Funktion ist also
T s ¢8:68640,1103z
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Am Ende dieses Beispiels mochten wir noch kurz zwei aktuell diskutierte Begriffe, die Ver-
dopplungszeit und die Replikationsrate erkldren. Hierbei nehmen wir stark vereinfacht an,
dass die Merkmale X und Y tatsichlich durch die obige Funktion x — f(z) := ¢8:686+0,1103z
zusammenhiingen. Die Verdopplungszeit d, zu einem Zeitpunkt x (, Wert auf der X-
Achse®) ist ein anderer Zeitpunkt d,, sodass f(d,) = 2f(z). Umschreiben, wobei wir m # 0
voraussetzen, ergibt

eberdI = 9. eberx
< b+mdy, = In2)+b+mz
& d, = In2) 4 o
& d, =~ 6.284+ .

Die Replikationsrate R ist eine Zahl R, sodass f(z + 1) = R- f(x). (Bisher ist noch nicht
klar, dass diese Zahl nicht von = abhéngt.) Umschreiben ergibt

6b+m(m+1) = R. eb+mm
< b+mr+m = In(R)+b+mae
& m = In(R)
& R = em
o R =~ 1,116.

2. Wahrscheinlichkeitstheorie

Das Ziel der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Beschreibung von Zufallsexperimenten, also
Experimenten mit unbestimmtem Ausgang. Diese Beschreibung brauchen wir, um uns im
néchsten Kapitel 3 mit der induktiven Statistik (oder schlieBenden Statistik) gut auseinan-
dersetzen zu konnen.

2.1. Grundlegende Begriffe.

.

% Es ist vielleicht nicht schlecht, an dieser Stelle noch einmal einen Blick auf
die wesentlichen Begriffe zu dem Thema ,,Mengen“ am Anfang des Kapitels
,Elementare mathematische Grundlagen® zu werfen.

D
Definition 116. Sei M eine Menge. Die Menge

B(M) = {N | N € M},

also die Menge der Teilmengen von M, heifit die Potenzmenge von M.

Beispiel 117. Es gilt
(1) P({a}) = {0,{a}},
(2) P({1}) = {0, {1}},
(3) P({CL, b}) = {@, {a}, {b}7 {aa b}}7
(4) P(0) = {0}, da 0 C 0.
Im allgemeinen ist die Potenzmenge einer Menge M , viel grofler” als die Menge M selbst.

Ist M eine endliche Menge mit |M| = n Elementen, so hat die Potenzmenge |P(M)| = 2"
Elemente.
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Da die Mathematik in der Wahrscheinlichkeitstheorie ein Zufallsexperiment beschreiben soll,
werden fiir bestimmte mathematische Objekte in der folgenden Definition ,,neue Bezeichnun-
gen® eingefiihrt.

Definition 118. Wir fixieren im Folgenden eine Menge 2.

Die Menge (2 heifit Ergebnismenge.

Ein Element w € 2 heifit Ergebnis.

Eine Teilmenge A C Q (also ein Element A € P(€2)) heifit Ereignis.
Eine einelementige Teilmenge {a} C  heifit Elementarereignis.

Zwei Ereignisse A und B mit AN B = () heiflen disjunkt.

Bemerkung 119. Auch fiihrt man fiir bestimmte mathematische Aussagen mit der Inter-
pretation als Zufallsexperiment die folgenden ,neuen Bezeichnungen“ ein. Wieder handelt

es sich

hierbei nicht um eine prézise mathematische Definition. Wir haben ja beispielsweise

nicht einmal genau definiert, was ein ., Zufallsexperiment® ist. Seien {2 eine Ergebnismenge
und A und B Ereignisse.

e Ein Ereignis A tritt ein, wenn das Zufallsexperiment das Ergebnis w € A liefert.
e Das Ereignis A N B bedeutet, dass A und B gleichzeitig eintreten.
e Das Ereignis AU B bedeutet, dass A oder B eintreten. Achtung: In der Mathematik

bedeutet ,,oder” etwas anderes als ,,entweder oder”.

e Das Ereignis A := Q\ A bedeutet, dass A nicht eintritt.
e Das Ereignis A \ B bedeutet, dass A, aber nicht B eintritt.
e Sind A und B disjunkt, so bedeutet dieses, dass die Ereignisse A und B nicht

gleichzeitig eintreten konnen.

Beispiel 120.

(1)

(2)

Das Zufallsexperiment einfacher Miinzwurf konnte man wie folgt modellieren.
Wir setzen Q := {K, Z}, wobei K fiir ,Kopf“ und Z fiir ,,Zahl® steht. Esist A = {Z}
ein Beispiels fiir ein Elementarereignis.

Das Zufallsexperiment zweifacher Miinzwurf kénnte man durch die Ergebnis-
menge ) :={(K,K), (K, Z),(Z,K),(Z,Z)} modellieren. Hier soll der erste Eintrag
eines Ergebnisses (a,b) fiir den ersten Miinzwurf und der zweite Eintrag fiir den
zweiten Miinzwurf stehen. Ein Beispiel fiir ein Ereignis ist die Teilmenge

A:={(Z,K),(Z,2)}

die als das Ereignis ,Erster Wurf liefert ,,Zahl“* interpretiert werden kann. Fiir
dieses mathematische Modell macht es iibrigens keinen Unterschied, ob man einmal
zwei Miinzen gleichzeitig, oder zweimal eine Miinze nacheinander wirft.

Das Zufallsexperiment einfacher Wiirfelwurf (mit einem sechsseitigen Wiirfel)
kénnte man durch die Ergebnismenge €2 := {1, 2, 3,4, 5,6} modellieren. Beispiele fiir
Ereignisse sind

A:={1,3,5} = ,Augenzahl ungerade“,
B:=1{1,2} = »Augenzahl < 2

A=1{2,4,6}, AnB=1{1}, AUB={1,2,3,5}, A\B={35).

Das Zufallsexperiment zweifacher Wiirfelwurf kénnte man durch die Ergebnis-
menge Q = {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)} mit || = 36 Elementen modellieren.
Wieder macht es fiir dieses mathematische Modell keinen Unterschied, ob man ein-
mal zwei Wiirfel gleichzeitig, oder zweimal einen Wiirfel nacheinander wirft.

Das Zufallsexperiment Werfen einer Miinze bis ,,Zahl“ kommt kénnte man
durch die Ergebnismenge

Q:={2,(K,2),(K,K,Z),(K,K,K,Z),...}

mit unendlich vielen Elementen modellieren.
Das Zufallsexperiment Drehen eines Gliicksrades (mit genauer Winkelmessung)
koénnte man durch die Ergebnismenge §2 := [0, 360) modellieren.
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(7) Wir betrachten einen Sack in dem genau drei Kugeln, eine rote (,R“), eine griine
(,G*) und eine blaue (,B*) liegen. Wir wollen das Zufallsexperiment zweimaliges
Ziehen mit Zuriicklegen und ohne Reihenfolge modellieren und wéhlen als
Ergebnismenge

Q:={|[R, R],|R,G],[R, B, |G, G], |G, B, B, B]}.

Hier soll ,mit Zuriicklegen“ bedeuten, dass die beim ersten Ziehen gezogene Kugel
wieder in den Sack zuriickgelegt wird und nochmal gezogen werden kann. Daher ist
also beispielsweise das Ergebnis [R, R] des Zufallsexperiments moglich. Die Forde-
rung ,,ohne Reihenfolge“ bedeutet, dass wir beispielsweise die Ziehungen (R, B) und
(B, R) nicht unterscheiden und miteinander zu dem Ergebnis [R, B] identifizieren -
wir achten also nicht auf die Zugreihenfolge.

Bemerkung 121. Wie bereits das erste obige Beispiel 120.(1) zeigt, ist die Modellbildung
eines Zufallsexperiment kein ,mathematischer Prozess* und es gibt dabei kein , richtig® oder
Hfalsch®. So wére es beispielsweis legitim ein Ergebnis ,,S* fiir ,,Seite“ mit zu der Ergebnis-
menge 2 = {K, Z} zu nehmen, da eine Miinze ja durchaus auch auf der Seite landen kénnte.
Noch spitzfindiger konnte man beispielsweise das Ergebnis dafiir, dass die Miinze {iberhaupt
nicht landet, sondern von geeigneten Windstéf8en ewig in der Luft herumgeweht wird, mit
einbeziehen. Erst wenn wir uns auf ein mathematisches Modell fiir ein Zufallsexperiment
geeinigt haben, konnen wir prazise ,,mathematische Aussagen® treffen. Natiirlich ist es eine
legitime Frage, wie ,,gut“ gewisse Modelle sind, wie sehr sie also das tatséchliche Zufallsex-
periment abbilden. Diese Fragestellungen haben allerdings nichts mit Mathematik zutun.

Man mochte nun in einem Zufallsexperiment jedem Ereignis A C Q eine Zahl P(A) € [0, 1]
zuordnen, die angibt, wie wahrscheinlich das Eintreten des Ereignisses A ist.

Definition 122. Ein Paar (2, P) bestehend aus einer endlichen nichtleeren Menge (2
mit |2 = n Elementen und der Abbildung

P:P(Q) — [0,1]
A = %

heifit Laplace Raum (oder Laplace Experiment). Die reelle Zahl P(A) heifit die Wahr-
scheinlichkeit von A.

Bemerkung 123. Ist (2, P) ein Laplace Raum mit |Q| = n, so gilt fiir alle w € Q, dass

P({w}) = -

alle Elementarereignisse sind also gleichwahrscheinlich. Man bezeichnet zur Abkiirzung diese
Zahl 1 oft als p. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C 2 ist also P(A) = |A] - p.

Beispiel 124. (Die Bezeichnungen beziehen sich jeweils auf Beispiel 120)

(1) Das Zufallsexperiment einfacher Miinzwurf sollte man als Laplace Experiment
modellieren. Hier ist also P({K}) = 1 = P({Z}). Man sagt auch etwas unge-
nau, dass das Zufallsexperiment ,einfacher Miinzwurf* eine Laplace Experiment
ist, obwohl es sich, wie gesagt, nur um ein bestimmtes Modell handelt. Es kénnte
ja beispielsweise sein, dass es durch die physische Beschaffenheit der Miinze nicht
gleichwahrscheinlich ist, Kopf oder Zahl zu werfen, das mathematische Modell eines
Laplace Experiments das Zufallsexperiment also nicht genau beschreibt.

(2) Das Zufallsexperiment zweifacher Miinzwurf sollte man auch als Laplace Experi-
ment modellieren. Es ist dann also die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A =, Ers-
ter Wurf liefert ,,Zahl““ die reelle Zahl

p(A):ﬂ: H(Z,K),(Z,Z)}| 2

B 1
4 4 42
(3) Ebenso sollte man das Zufallsexperiment einfacher Wiirfelwurf als Laplace Ex-
periment modellieren. Es gilt dann beispielsweise
_ {35 3 1

P(,,Augenzahl ungerade*) 5 i 3
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(4) Das Zufallsexperiment zweifacher Wiirfelwurf sollte man auch als Laplace Expe-
riment modellieren. Hier ist also p = %.

(5) Das Zufallsexperiment Werfen einer Miinze bis ,,Zahl* kommt kann man nicht
als Laplace Experiment modellieren. Zum einen ist ) hier keine endliche Menge,
zum anderen ist das Eintreten der Ergebnisse Z und (K, K, Z) in der Realitét offen-

sichtlich nicht gleichwahrscheinlich.

(6) Das Zufallsexperiment Drehen eines Gliicksrades kann man ebenfalls nicht als
Laplace Experiment modellieren, da 2 nicht endlich ist.

(7) Das Zufallsexperiment zweimaliges Ziehen mit Zuriicklegen und ohne Rei-
henfolge sollte man ebenfalls nicht als Laplace Experiment modellieren. Das Ein-
treten des Ergebnisses [R, G] ist in der Realitit wahrscheinlicher als das Eintreten
des Ergebnisses [R, R], da wir nicht auf die Reihenfolge achten und (G, R) mit (R, G)
identifiziert wird, wohingehen es fiir (R, R) nur eine Moglichkeit gibt.

Um auch die obigen Zufallsexperimente, die nicht durch einen Laplace Experiment modelliert
werden sollten wahrscheinlichkeitstheoretisch zu beschreiben, brauchen wir den folgenden
allgemeineneren Begriff eines Wahrscheinlichkeitsraums, der (in einer noch verallgemeinerten
Weise) von Kolmogorov 1933 vorgeschlagen wurde.

Definition 125. Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (2, P) beste-
hend aus einer endlichen nichtleeren Menge 2 und einer Abbildung
P:P(Q2) — [0,1]

mit den Eigenschaften

(1) P(0) =0 und P(2) =1 und

(2) fur alle A, B € P(Q) gilt:

Aus ANB = folgt P(AUB) = P(A)+ P(B).

Die Zahl P(A) heifit die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.

Der folgende Satz ist einfach zu zeigen.

Satz 126. Ein Laplace Raum ist ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum.

Wir halten nun erst einmal ein paar ,,Rechenregeln® fiir Wahrscheinlichkeitsrdume fest, die
einfach mit Hilfe der Definition gezeigt werden kénnen. Nach dem vorherigen Satz 126 gelten
diese Regeln insbesondere fiir Laplace Rdume.

Satz 127. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt fiir A, B € P(Q2):
(1) P(A)=1- P(A)

(2) P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANnB)

(3) P(A\B)=P(A) — P(AN B)

(4) Aus A C B folgt P(A) < P(B)

(5) Fiir paarweise disjunkte Ereignisse Aj, Ao, ... € P(Q) gilt:

P(AlUAQU...):P(A1)+P(A2)+.....

Es stellt sich die Frage, wie man einen Wahrscheinlichkeitsraum ,angibt“. Sicherlich muss
man zunéichst einmal die Menge 2 angeben, so wie wir es in Beispiel 120.(7) getan haben.
Nun muss man den Wert P(A) der Funktion P fiir jedes Ereignis A € P(Q)) angeben. Im
obigen Beispiel 120.(7) mit |2] = 6, hat die Potenzmenge |P(Q2)| genau 25 = 64 Elemente.
Alle diese Funktionswerte einzeln anzugeben, ist anstrengend und auch garnicht nétig, wie
der folgende (und ebenfalls einfach zu beweisende) Satz zeigt.

Satz 128. Um einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) anzugeben, geniigt es
eine endliche Menge 2 und eine Abbildung

f:Q—10,1]
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mit der Eigenschaft ) . f(w) = 1 anzugeben, indem man
P:P(Q) — [0,1]
A = Y eaf)
setzt. Insbesondere gilt also P({w}) = f(w) fiir w € Q.

Beispiel 129.

(7) Wir mochten einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum angeben, der das Zufallsex-
periment zweimaliges Ziehen mit Zuriicklegen und ohne Reihenfolge mo-
delliert. Wir haben in Beispiel 120.(7) schon

Q:={[R,R],[R,G],[R,B],[G.G],[G, B], B, B]}
definiert. Hierbei haben wir von den 9 verschiedenen (und in der Realitéit gleich-
wahrscheinlichen) Zugmoglichkeiten
(R, R),(R,G),(G,R),(R,B),(B,R),(G,G),(G,B),(B,G), (B, B)

einige identifiziert, wie beispielsweise (R, G) und (G, R). Nach dem vorherigen Satz 128
haben wir durch

P({[R, R]}) = P({[G.G]}) = P({[B, B]}) :=

P({[R,G]}) = P({[R, B]}) = P({[G, B]}) :=
einen Wahrscheinlichkeitsraum definiert, da % + % + % + % + % + % =1 gilt. Dieser
Wahrscheinlichkeitsraum ist ein geeignetes Modell fiir das Zufallsexperiment.

©IN Ol

2.2. Elemente der Kombinatorik. Um Ergebnisse etwas systematischer abzuzédhlen,
miissen wir uns ein wenig mit elementarer Kombinatorik beschéftigen, was wir in diesem
Kapitel machen mdchten.

Definition 130. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Eine Permutation von n vielen
Objekten x1,...,z, ist eine Umordnung dieser in einer bestimmten Reihenfolge. Mit
anderen Worten ist eine Permutation der Objekte x1,..., %, ein n-Tupel (y1,...,Yn),
in dem jedes z; genau einmal vorkommt.

Beispiel 131. Es sind (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1) alle moglichen
Permutationen der Objekte 1, 2 und 3.

Satz 132. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Es gibt genau

nl:=1.2-3.-.... (n—1)-n (sprich ,,n Fakultéit®)
viele verschiedene Permutationen von n vielen Objekten.
Beweis. Seien n-viele Objekte x1, ..., x, gegeben.
Wir miissen also die Anzahl der n-Tupel (y1,...,yn) zihlen, in denen jedes z; genau ein-
mal (als ein y;) vorkommt. Es ist beispielsweise (y1,y2,¥3,...,Yn) = (T2, 21, 23,...,Z5) €in

solches Tupel.
@ @ €@ - @

Fiir die erste Stelle y; haben wir genau n-viele verschiedene Moglichkeiten, ndmlich jedes
der Objekte x1,...,x,. Haben wir die erste Stelle y; bereits gewahlt, so haben wir fiir die
Belegung der zweiten Stelle y2 noch genau (n — 1)-viele verschiedene Moglichkeiten, ndmlich
jedes der Objekte x1, ..., x,, bis auf y7, also das Objekt, was bereits an der ersten Stelle steht,
da ja keines der x; ,,doppelt* vorkommen darf. Insgesamt ergeben sich n-(n—1) verschiedene
Mboglichkeiten fiir die Wahl der ersten beiden Plitze (y1,y2,7,7,...,7). Fiihrt man dieses
Argument fiir die anderen Stellen weiter, ergeben sich also genau n-(n—1)-(n—2)-- - --2-1-viele

Moglichkeiten. O
Nun wollen wir die Voraussetzung, dass die Objekte x1, ..., z, alle verschieden sind, fallen-
lassen und annehmen, es géibe r-viele , Klassen“ aus jeweils nq, ..., n,-vielen Objekten. Die

Objekte innerhalb der ,Klassen“ seien nicht unterscheidbar. Anstatt von Objekten wollen
wir im Folgenden von ,, Kugeln“ reden.
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Beispiel 133. Wir betrachten als Beispiel n = 5 Kugeln, die in r = 3 Klassen der Grofien
ny = 2, ng = 1, ng = 2 aufgeteilt sind. Zur besseren Illustration hat die erste Klasse die
Farbe Blau O, die zweite die Farbe Griin © und die dritte die Farbe Rot O. Das folgende
Bild zeigt zwei Anordnungen dieser Kugeln mit Klasseneinteilung.

O O
O O

Es ist iibrigens nqy + no + ng = n.

Satz 134. Seien n,r > 1 natiirliche Zahlen. Seien n Kugeln gegeben, die in r Klassen
(jeweils , gleicher” Kugeln) der Gréflen nq, . .., n, aufgeteilt sind. Es gibt genau

n!
nilng! - n,!
viele verschiedene Anordnungen dieser.

Bemerkung 135. Der erste Satz 132 ist natiirlich ein Spezialfall des obigen Satzes 134. Bei
einer Permutation (also bei dem ersten Satz Satz 132) haben wir n-viele Klassen mit n; = 1
Elementen, ndmlich der einen Kugel z;.

@) @2 @) e

Es gilt dann mit 1! = 1, dass
n!

1 1-1
Das andere Extrembeispiel ist, wenn wir n Kugeln auf nur eine Klasse aufteilen, also » = 1

und n; = n ist.
o O O O O

Dann gibt es nach dem obigen Satz genau

nl.

|
n!
— =1
n!

Anordnungsméglichkeiten, was offenbar richtig ist.

Beweis von Satz 134 anhand eines Beispiels. Wir schauen uns n = 3 Kugeln an, die in r = 2
Klassen der Groflen n; = 2 und ne = 1 aufgeteilt sind. Nun zéhlen wir alle Anordnungen

dieser: O O
Wir stellen also fest, dass es genau 3 = g = 2‘%, verschiedene Anordnungen gibt. Versieht

man die beiden Kugeln O O in der ersten Klasse mit den Bezeichnungen z; und x5 und macht
sie damit unterscheidbar, so gibt es nach Satz 132 genau 3! = 6 verschiedene Anordnungen:

@ @

@ @
@
)
@
)

Fiir die Anordnungen der Kugeln z; und x» gibt es (nach Satz 132) genau 2! = 2 verschiedene
Anordnungen. Fiir die Kugel(n) in der zweiten Klasse, gibt es nur 1! = 1 verschiedene An-
ordnungen. Diese Permutationen innerhalb der jeweiligen Klassen sollen identifiziert werden.
Damit bekommen wir insgesamt

@E®O®

n! 3! 6

n1!n2! - W - 2

Anordnungsmoglichkeiten. |
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Nun fragen wir uns, auf wieviele Weisen man k-viele Kugeln (also nicht k£ = n wie oben) auf
n-viele ,Urnen* (hier ein anderes Wort fiir ,Boxen* oder ,Schubladen®) verteilen kann. Ein
geeignetes Modell zur Beantwortung dieser Frage nennt man Urnenmodell.

@ ® & - &

Dabei unterscheiden wir Mehrfachbelegung der Urnen und keine Mehrfachbelegung, sowie
Unterscheidbarkeit der Kugeln und keine Unterscheidbarkeit. Bevor wir diese Situation
untersuchen, fithren wir eine Abkiirzung ein.

Definition 136. Sind n und k zwei natiirliche Zahlen mit n > k& > 0, so nennt man

die natiirliche Zahl
n\ k!
k)" nl-(n—k)

den Binomialkoeffizient von n und k. (Man setzt 0! := 1 und (}) := 0 fiir n < k.)

Hier ist erst einmal eine wichtige Tabelle, deren Eintrige die Anzahl der Moglichkeiten sind,
k Kugeln auf n Urnen zu verteilen. Wir werden spéter Genaueres zu diesen Zahlen sagen.
Seien n > 1 und k > 1 zwei natiirliche Zahlen. Fiir die rechte innere Spalte der folgenden
Tabelle 14 nehmen wir n > k an. (Die griinen Bezeichnungen beziehen sich auf ein anderes
Modell und werden spéter behandelt.)

k Kugeln auf n Urnen H mehrfach ‘ nicht mehrfach H
unterscheidbar nk (niilk)‘ mit Reihenfolge
nicht unterscheidbar (n+l;—1) (Z) ohne Reihenfolge

H Zuriicklegen ‘ kein Zuriicklegen H k Ziige aus n vielen Kugeln

Abbildung 14: Urnenmodell

Wir erkldren kurz die Zahlen in der obigen Tabelle 14.

e Unterscheidbar und mehrfach. Fiir jede der k-vielen Kugeln hat man genau n-
vielen Urnen zur Auswahl und daher gibt es hier

nen-... (emay... n=n"
viele Moglichkeiten die k unterscheidbaren Kugeln auf die n Urnen zu verteilen.

e Unterscheidbar und nicht mehrfach. Fiir die erste Kugel, habe ich n-viele M6glich-
keiten, fiir die zweite (n — 1), und so weiter (siehe den Beweis von Satz 132). Insgesamt
ergeben sich

n!
n-n—1-...-(n—k+1)= =R
viele Moglichkeiten.

e Nicht unterscheidbar und nicht mehrfach. Im zugehorigen ,unterscheidbaren
Fall“ gibt es (n%!k)!—viele Moglichkeiten und wir identifizieren, genau wie im Beweis
von Satz 134, alle k!-vielen Anordnungen in den Urnen zu einer (da die Kugeln nicht
unterscheidbar sein sollen) und erhalten also

i (1)

viele Moglichkeiten.
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e Nicht unterscheidbar und mehrfach. Diese Variante ist am schwierigsten abzuzih-
len und wir benutzen den folgenden kleinen Trick. Eine Verteilung der k-vielen Kugeln
auf die n-vielen Urnen (mit zugelassener Mehrfachbelegung) interpretieren wir als eine

Liste
O | | | e |

aus k-vielen Kugeln und (n — 1)-vielen Strichen, die wir als , Trennwénde zwischen
den Urnen“ interpretieren. Eine solche Liste hat also k + (n — 1)-viele Eintrdge und
reprisentiert genau eine Verteilung von k-vielen (noch unterscheidbaren) Kugeln auf
n-viele Urnen (mit zugelassener Mehrfachbelegung). Fiir solche Listen gibt es genau
(k+n-—1)"- ﬁ—viele Mboglichkeiten, da wir die (n — 1)! Anordnungen der (n — 1)
ununterscheidbaren Striche miteinander identifizieren. Ebenso wollen wir die k!-vielen
Anordnungen der Kugeln identifizieren, um sie ,,ununterscheidbar zu machen, wie im
Beweis von Satz 134. Insgesamt erhalten wir

(k(ifiﬁ)! '%: <n+:_l>

viele Moglichkeiten.

Bemerkung 137. Wenn wir uns das Abzéhlen im obigen letzten Punkt ,nicht unterscheid-
bar und mehrfach“ noch einmal ansehen, konnte man auf die Idee kommen, dass die Zahl

(k+n-1)" ﬁ, also die Anzahl der Listen

O | | | |

genau die Anzahl der Moglichkeiten ist, k-viele unterscheidbare Kugeln auf n-viele Urnen
(mit zugelassener Mehrfachbelegung) zu verteilen. Es ist aber

1
k
k - —
W Gl ey
wo liegt also der Fehler? Der Fehler ist, dass wir bei der obigen Listenabzihlung ,zu viele
Listen zdhlen. Es entsprechen beispielsweise die beiden Listen

O | | | |
o | | | |

der gleichen Weise k-viele unterscheidbare Kugeln mit zugelassener Mehrfachbelegung auf
n Urnen zu verteilen. (Mit anderen Worten: Permutationen der unterscheidbaren Kugeln
innerhalb der Urnen werden als eine Moglichkeit gezéhlt.)

Bemerkung 138. Uberraschenderweise kann das Urnenmodell von oben auch noch auf
eine andere Weise interpretiert werden, ndmlich als Zugmodell. Dabei fragen wir uns, auf
wieviele Weisen man k-mal aus n-vielen Kugeln (also nicht k-vielen Kugeln wie beim Urnen-
modell) ziehen kann, wobei man unterscheidet zwischen Ziehen mit Zuriicklegen und ohne
Zuriicklegen, sowie Betrachtung der Reihenfolge und ohne Betrachtung der Reihenfolge.
Der Trick zum Vergleich dieser Interpretationen ist, dass man die Urnen im Urnenmodell als
die zu ziehenden Kugeln interpretiert und die Kugeln im Urnenmodell als die ,,Ziige“. Man
verteilt also sozusagen die Ziige auf die Kugeln. Sind die Kugeln im Urnenmodell beispielswei-
se unterscheidbar, so kann man sie mit 1, ..., k nummerieren, was in dem Zugmodell gerade
der ,Nummer des Zuges®“ entspricht. Eine Unterscheidbarkeit der Kugeln im Urnenmodell
entspricht also gerade einer Beriicksichtigung der Zugreihenfolge im Zugmodell.

Die vorherige Bemerkung 138 ist anfinglich sicherlich nicht leicht zu ver-
stehen. Es ist dringend zu empfehlen, in Ruhe iiber den Zusammenhang
zwischen dem Urnenmodell und dem Zugmodell nachzudenken.
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Beispiel 139. Wieviele Autokennzeichen sind in Regensburg moglich, wenn jedes aus genau
2 von 26 Buchstaben und 3 von 10 Ziffern besteht? Fiir das ,,Ziehen von k = 2 Buchsta-
ben“ aus n = 26 Buchstaben mit Reihenfolge und Zuriicklegen gibt es 262 verschiedene
Moglichkeiten. Insgesamt gibt es also

26% - 10° = 676 - 10000 = 67600
verschiedene Moglichkeiten fiir Autokennzeichen in Regensburg.

Beispiel 140. Wieviele k-elementige Teilmengen einer Menge M mit n Elementen gibt es?
Fassen wir die Elemente von M als Kugeln auf, so kann man die Auswahl einer k-elementigen
Teilmenge als ,,Ziehen von k-vielen Kugeln“ ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen auffas-
sen. Dafiir gibt es (})-viele Moglichkeiten.

Beispiel 141. Wieviele verschiedene Tipps gibt es beim Lotto ,,6 aus 49“? Ein Tipp kann
man als die Auswahl einer 6-elementigen Teilmenge aus der Menge M = {1,2,...,49}
auffassen. Dafiir gibt es nach dem vorherigen Beispiel 140 also

<469> = 13983816

Moglichkeiten.

Beispiel 142. Wieviele Moglichkeiten gibt es, 2 Gummibérchen aus einer Tiite mit Gum-
mibérchen in 3 verschiedenen Farben auszuwéhlen? Eine solche Moglichkeit interpretieren
wir als eine Verteilung von k£ = 2 Kugeln auf n = 3 Urnen mit Mehrfachbelegung und nicht
unterscheidbaren Kugeln. Dafiir gibt es nach der Tabelle

3421 4\ 1-2-3-4
( 2 )‘(2)_1.2-1-2_1'2'3_6

verschiedene Moglichkeiten. Dieses entspricht iibrigens genau der Anzahl der Elemente der
Ergebnismenge 2 aus Beispiel 120.(7).

Bemerkung 143. Man kann {iibrigens bis auf in dem Fall ,Mehrfach und nicht unter-
scheidbar® (wie das Beispiel 142 zeigt) das Verteilen von k-vielen Kugeln auf n-viele Urnen
(bzw. das k-malige Ziehen aus n-vielen Kugeln) als Laplace Experiment modellieren. So
wére beispielsweise die Wahrscheinlichkeit, den Hauptgewinn beim Lotto zu erziehen nach
Beispiel 120.(7) durch

11 1
P{Mein Tipp w}) = = = = —
({Mein Tipp w}) = 1 (1) ~ 13083816

gegeben. Fiir diese Modellbildung wird davon ausgegangen, dass alle Tipps ,gleichwahr-
scheinlich“ sind, was in der Realitdt hoffentlich auch zutreffend ist.

2.3. Bedingte Wahrscheinlichkeiten. In diesem Kapitel reden wir iiber bedingte Wahr-
scheinlichkeiten. Hat man fiir ein bestimmtes Zufallsexperiment ein Modell als Wahrschein-
lichkeitsraum gewéhlt, so kann man in diesem Modell ,,rechnen® und anschliefend die Ergeb-
nisse wieder als Aussagen iiber das Zufallsexperiment interpretieren. Uberraschenderweise
fiihrt dieses Vorgehen schon in einfachen Féllen zu Aussagen iiber das Zufallsexperiment,
die beim ersten Hinsehen wenig intuitiv und somit sehr iiberraschend sind. Ein klassisches
Beispiel ist das folgende.

Beispiel 144 (Ziegenproblem). Bei einer Spielshow im Fernsehen haben Sie die Wahl zwi-
schen drei Tiiren

Tiir 1 Tiir 2 Tiir 3

wobei hinter einer Tiir der Hauptgewinn und hinter den beiden anderen jeweils eine Ziege
steht, was einer , Niete“ entsprechen soll. Sie wéhlen eine Tiir, beispielsweise die erste Tiir
1) und der Moderator, der weiss, was hinter den Tiiren steht, éffnet eine andere Tiir mit
einer Ziege, beispielsweise die dritte Tiir3'. Nun stellt der Moderator Sie vor die Wahl, bei
der ersten Tiir & zu bleiben, oder auf die zweite Tiir 2 zu wechseln. (Anschliefend wird

die von Thnen gewéihlte Tiir ge6ffnet und Sie erhalten den Preis, der sich dahinter verbirgt.)
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Sollten Sie bei der ersten Tiir bleiben oder wechseln, wenn Sie den Hauptgewinn bekommen
mochten?

Um diese Frage zufriedenstellend zu beantworten, brauchen wir einen neuen Begriff, der die
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A unter der Bedingung, dass ein anderes Ereignis B
bereits eingetreten ist, beschreibt.

Definition 145. Sei (Q, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien A und B Ereignisse
mit P(B) > 0. Die reelle Zahl

P(ANB)
P(A|B) i= ————
heifit die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Beispiel 146. Wir betrachten wieder den einfachen Wiirfelwurf aus Beispiel 120.(3) mit
den Ereignissen
A={1,3,5} und B=({1,2}.
Was ist die Wahrscheinlichkeit von A (also einer ungeraden Augenzahl) unter der Bedingung
B (also Augenzahl < 2)?
P(AnB) _ P({1})

PAIB) = =5y = Pliey —

aIn|o =

Bemerkung 147. Hier sind zwei Bemerkungen zu der Definition 145 der bedingten Wahr-
scheinlichkeit.

e Der Nenner P(B) in der Definition von P(A|B) sogt dafiir, dass P(B|B) = 1.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass {2 mit der Abbildung

P(—|B): P(Q) — [0,1]

wieder ein Wahrscheinlichkeitsraum ist. Insbesondere gelten dann also die Aussagen
aus Satz 127 wie beispielsweise

P(AU A'|B) = P(A|B) + P(A'|B)
fiir Ereignisse A und A’ mit AN A’ = (), sowie
P(A|B) + P(A|B) = 1.

In der Zugmodell-Interpretation aus Bemerkung 138 der Zahlen in der Tabelle 14 haben wir
unter anderem die Moglichkeiten gezéhlt, k-viele Kugeln aus einem Sack mit n-vielen Kugeln
mit Beachtung der Reihenfolge zu ziehen (mit oder ohne Zuriicklegen). Hierbei hatten alle n-
viele Kugeln im Sack eine eindeutige ,,Nummer“, die sie identifizierte. Wie in Bemerkung 143
erwdhnt, kénnen wir daraus einen (Laplace) Wahrscheinlichkeitsraum konstruieren.

Was passiert nun aber, wenn die Kugeln im Sack nicht alle eine eindeutige ,,Nummer* tra-
gen, sondern zu bestimmten Klassen gehoren? Einen Eindruck einer solchen Situation haben
wir schon in Beispiel 142 bekommen. Hier wollten wir (k = 2)-mal (mit Zuriicklegen) Zie-
hen aus einem Sack mit (n = 3)-vielen Gummibirchenklassen. Nun wollen wir aber die
Gesamtzahl der Gummibérchen mit einbeziehen: Was passiert beispielsweise, wenn nur fiinf
rote, drei griine und keine blauen Gummibérchen in dem Sack sind? Unser Ziel ist es, einen
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) zu definieren, der eine solche Situation modelliert.

Dafiir konnte man, wie in Beispiel 129 die Wahrscheinlichkeit aller Elementarereignisse ein-
zeln geeignet angeben. Dieses ist aber nicht so einfach: Was wére beispielsweise eine geeignete
Wahrscheinlichkeit fiir das Elementarereignis {(R, R)} im Gummibérchen-Beispiel, wobei R
fiir ,Rot* steht? Der Trick ist nun, dass man zwar P({(R, R)}) nicht direkt angeben kann,
wohl aber die Wahrscheinlichkeit von {(R, R)} unter der Bedingung, dass wir schon den
ersten Zug gemacht haben, also (R, ?) bereits gezogen haben. Diese Wahrscheinlichkeit wére
offenbar %, da man aus 7 Gummibérchen (es wurde ja bereits eines der 5 + 3 = 8 Gum-
mibérchen gezogen) eines der 4 roten Gummibérchen (es wurde ja bereits eines der 5 roten
Gummibirchen gezogen) ziehen méchte.
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Satz 148 (Multiplikationssatz). Es sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A,
B Ereignisse mit P(B) > 0. Dann gilt

P(ANB) = P(A|B) - P(B).
Sind allgemeiner Ay, ... Aj Ereignisse mit P(A; N...N Ax_1) > 0, so gilt
P(Al n...N Ak) = P(Al) . P(A2|A1) . P(A3|A1 M Ag) cee P(An|A1 n...N Akfl).
Beispiel 149. Betrachten wir wieder das oben angedeutete Gummibéren-Beispiel (wobei
wir die O-vielen blauen Gummibérchen ignorieren). Es befinden sich also 5 rote (,R“) und 3

griine (,G*) Gummibérchen in einem Sack und wir ziehen (k = 2)-mal (ohne Zuriicklegen
und mit Reihenfolge) jeweils ein Gummibérchen. Wir setzen

Q:={(R,R),(R,G),(G,R),(G,G)}

als Ergebnismenge. Nun betrachten wir die folgenden Ereignisse.

Ry = {(R,R),(R,G)} ,erster Zug ist rot*
G1 = {(G,R),(G,G)} ,erster Zug ist griin“
Ry = {(R,R),(G,R)} ,zweiter Zug ist rot“
G2 = {(R,G),(G,G)} ,zweiter Zug ist griin®

Nach dem Multiplikationssatz 148 ist also

4 5 )
P({(R,R)}) = P(R1 N Rp) = P(Re|R1) - P(R1) = = 0 = 7
Nun sind wir bei dieser Berechnung bereits davon ausgegangen, dass der Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, P) (und damit insbesondere die reelle Zahl P({(R, R)})) gegeben ist, denn
den Multiplikationssatz 148 kann man ja nur dann benutzen, wenn man schon einen Wahr-

scheinlichkeitsraum , hereinsteckt®.

Wir mochten unten einen ,,umgekehrten Multiplikationssatz“ formulieren, der genau die-
se Konstruktion eines Wahrscheinlichkeitsraums liefert. Um dieses présise zu tun, ist viel
Formalismus notig. Daher werden wir uns mit einem , informellen Satz* begniigen. Um die-
sen Satz zu formulieren, schauen wir uns den Begriff des Baumdiagramms an. Fiir unser
Gummibé&rchen-Beispiel sieht dieser wie folgt aus.

A
W P(Ri N Ry) = P{(R.R)}) = % -2
. (R
)~ (e
V 2/ﬁz)§§ P(R1OG2):P({(R»G)}):%%
(2,7)
)
=71 _«P(GiNRy)=PH{(GR})=23.2
A PRGSO SRn)
G
y2)
(@l - 5 P(GING) = PG = § -

Die drei Spalten des obigen Baumdiagramms heiflen auch dessen Stufen. Die Knoten auf
der rechten Seite heilen Endknoten und die iibrigen Knoten innere Knoten. Wir ,,lesen*
diesen Baum also ,von links nach rechts“. Der Multiplikationssatz 148 sagt in dieser gra-
phischen Darstellung nun, dass man alle Wahrscheinlichkeiten auf dem Weg zwischen dem
Anfangsknoten links und einem Endknoten (rechts) multiplizieren muss, um auf die Wahr-
scheinlichkeit am jeweiligen Endknoten zu kommen. Wir stellen noch fest, dass in dem obigen
Baumdiagramm fiir jeden inneren Knoten die Summe der ausgehenden Wahrscheinlich-
keiten, also der Zahlen auf den Kanten, die von diesem Knoten nach rechts abgehen, genau
Fins ist.



Satz 150 (Umgekehrter Multiplikationssatz — informelle Formulierung). Sei eine
endliche Ergebnismenge Q = Q1 X ... x Q gegeben und setze fiir w € ;
Api =M x ... x {w} x...xQ

~—
i-te Stelle

und sei ein k-stufiger Wahrscheinlichkeitsbaum wie oben gegeben, sodass fiir jeden inne-
ren Knoten die Summe der ausgehenden Wahrscheinlichkeiten gleich Eins ist und sich
dort die Wahrscheinlichkeit disjunkter Ereignisse addiert, so kann man einen eindeuti-
gen Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) definieren, indem man

P({(w1,...,wk)}) := P(A1) - P(A2|A1) - P(A3[A1 N Az) - P(An|A1N... N Ag_q).
setzt, wobei A; := A, ;.

Bei dem obigen umgekehrten Multiplikationssatz 150 komt es nicht darauf
an, dass Sie die (ohnehin unprézise) Formulierung genau verstehen. Wichtig
ist nur zu wissen, dass man auf diese Weise in einer konkreten Situation
einen Wahrscheinlichkeitsraum angeben kann, wie wir es in dem obigen
" 4 Beispiel 146 gesehen haben.

Um das Ziegenproblem aus Beispiel 144 zu untersuchen, brauchen wir noch zwei Aussagen
iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten.

Satz 151 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei (2, P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und By, .. ., B, Ereignisse, die eine disjunkte Zerlegung von {2 sind (d.h.
sie sind paarweise disjunkt und haben Q als Vereinigung) mit P(B;) > 0 fiir alle
j €41,...,m}. Dann gilt fiir jedes Ereignis A, dass

ZP P(A|B;).

Beispiel 152. Wir betrachten wieder das Gummibérchen-Beispiel 149. Hier sind R; (erster
Zug rot) und G, (erster Zug griin) eine disjunkte Zerlegung von  und es gilt nach dem
vorherigen Satz 151 fiir die Wahrscheinlichkeit von Ry (zweiter Zug rot), dass

P(Ry) = P(Ry) - P(Ro|Ry) + P(G1) - P(Ra|G1) = (Z . ‘;) + (: . i) _ 0,625,

Aus dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit 151 ergibt sich die folgende wichtige Aus-
sage, die es einem in einer gewissen Weise erlaubt ,,Ursache und Wirkung umzudrehen®, wie
wir spéter in Beispiel 155 genauer diskutieren werden.

Satz 153 (Satz von Bayes). Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und By, ..., By,
Ereignisse, die eine disjunkte Zerlegung von €2 sind mit P(B;) > O fiir alle j € {1,...,m}.
Dann gilt fiir alle s € {1,...,m} und jedes Ereignis A, dass

P(Bi) - P(A|Bi)

PIBA) = s 5B,y PAIB;)
Beweis.
_P(BZQA)_P(BlﬂA) P(Bl)_P(AﬂBZ) P(BZ)_
PO = =5y = P PB) PB)  PA)
P(B,) P(B,)- P(A|B)

O

= PAIB) 5y plAIB;) ~ S, P(B,)- P(AIB,)

Beispiel 154. Wir betrachten wieder das Ziegenproblem-Beispiel 144. Unser , Zufallsexpe-
riment* ist in der Situation, dass wir (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit — sonst nennen
wir die Tiiren einfach um) die erste Tiir ) gewiihlt haben und nun der Moderator eine der

(anderen) Tiiren 2 oder '/ 6ffnet und uns erneut vor die Wahl stellt. Wir betrachten als

Ergebnismenge
Q:=1{1,2,3} x{1,2,3},
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wobei der erste Eintrag die Tiir mit dem Hauptgewinn und der zweite Eintrag die Tiir, die
der Moderator 6ffnet, angibt. Fiir j € {1, 2,3} definieren wir die folgenden Ereignisse.

G, = {(,1),04,2),(,3)} ,Der Hauptgewinn ist hinter Tir j¢

M; {(1,5),(2,9),(3,7)} ,Der Moderator 6ffnet Tiir j¢

Wir definieren uns einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) mit Hilfe des umgekehrten Multi-
plikationssatzes 150 angewandt auf den folgenden Wahrscheinlichkeitsbaum.

e =" P((1,1))
P 1

« P({(1,2)})

P(%/Gl) =

P{(1,3)})

W P, D}
P A1
P(M;|G2) =0

* P({(2,2)})

P(j%

m P({(2,3)})

e (M \Gs) =0 PH(3,1)})
P 1

3.7) + P({(3,2)})

L1y
m P({(3.3)})

Nun geht wir (wieder ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) davon aus, dass der Moderator

N/

die dritte Tiir ¥’ 6ffnet und uns vor die Wahl zwischen der ersten und der zweiten Tiir
2! stellt. Wir berechen mit dem Satz von Bayes 153

_ P(Gy) - P(My|G1) _i3_ 1

PG =BG POLIGY + P(Ga) PVGIGa) + PG POGIGS) 5~ 3
und

_ P(Ga) - P(Ms]Ga) _3l_ 2

PG = G POLIGY + P(Ga) PVGIGa) + PG POGIGS) ] 3

und bekommen das Ergebnis, dass es wahrscheinlicher ist, dass der Hauptgewinn hinter der

2

zweiten Tiir ist. Wir sollten also die Tiir wechseln.

Obwohl dieses im vorherigen Beispiel schon zu sehen war, méchten wir noch einmal darauf
eingehen, wie der Satz von Bayes ,,Ursache und Wirkung umdreht“. Dafiir schauen wir uns
das folgende Beispiel an.

Beispiel 155. In der Notfallmedizin werden Schlaganfille mit Blutverdiinnern und Gehirn-
blutungen mit einem genau gegenteilig wirkenden Medikament behandelt. Daher mdochte
man anhand von Symptomen (in diesem Beispiel betrachten wir nur zwei Symptome S7 und
S3) die man bei einer Patientin oder einem Patienten beobachtet, schnell entscheiden, ob es
sich um einen Schlaganfall A oder eine Gehirnblutung G handelt. Zuvor untersucht man 100
Patient*innen von denen man bereits weif3, ob sie unter A oder G leiden, auf ihre Symptome
Sy und S3. Man kann also die bedingten Wahrscheinlichkeiten P((Sy, S2)|A), P((S1, S2)|G),
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und so weiter, angeben. Die Untersuchung der 100 Patient*innen fithrt zu dem folgenden
Wahrscheinlichkeitsbaum.

P({(A,51,52)})

e P({(A,51,52)})
P(A) \ ({(4,51,9:)})
{(A,51,52)})
(7,7)

\ {(G,51.9)})

P(G) / _
Gv 51782)})
0,1 ({(G 51732)})

P({(G,51,52)})

Nun sieht ein*e Notfallmediziner<in Symptom Sy, aber nicht das zweite Symptom, also Ss. Sie
berechnet (wobei wir etwas ungenau die prézise Definition der auftretenden Ereignismengen
unterschlagen)

5\ _ P(A)P((51,52)|A) 012
PAAISY 52) = 58PS, 50)1A) 1 PG P(81.521G) ~ 0.2 +0,04 07
und -
P(GI(51, 52) = PIG)P((51,5)|6) _ 004 o

P(A)P((51,5)|4) + P(G)P((S1,5)|G) 0,16

und schlieit, dass es sich vermutlich um einen Schlaganfall handelt.

2.4. Unabhingige Ereignisse. In diesem Kapitel definieren wir den Begriff der ,sto-
chastischen Unabhéngigkeit“. Dieser wird im letzten Kapitel 3 mit der empirischen Un-
abhéngigkeit in Verbindung gebracht.

Definition 156. Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse A und B mit
P(A) > 0 und P(B) > 0 heifilen stochastisch unabhingig, falls
P(A|B)=P(A) und P(B|A)=P(B).
Bemerkung 157. Aus dem Multiplikationssatz 148 bekommen wir, dass A und B genau
dann stochastisch unabhéngig sind, wenn gilt
P(ANB)=P(A)-P(B).
Beispiel 158.

(4) Wir betrachten das Laplace Experiment zweifacher Wiirfelwurf aus Beispiel 124.(4)
und die Ereignisse

A = {(2,1),(2,2),...,(2,6)} ,Erster Wurf ist ,,2¢¢
B = {(1,1),(1,6),(2,1),(2,6),...} »Zweiter Wurf ist ,1¢ oder ,,6“¢
Dann gilt

PANB) = PU(21),2.6)}) = oo = o = 5 5 =

und A und B sind stochastisch unabhéngig. Wir stellen fest, dass es auch in dem
Zufallsexperiment ,,zweifacher Wiirfelwurf“ keinen kausalen Zusammenhang zwischen
diesen beiden Ereignissen zu geben scheint.

P(A) - P(B)
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(8) In einem Sack sind n = 4 Kugeln (rot, griin, blau, pink) und wir ziehen (k = 2)-mal
ohne Zuriicklegen und mit Reiegenfolge. Wir modellieren dieses Zufallsexperiment als

Laplace Experiment mit [ = 4 = 12. Wir betrachten die (unpriizise definierten)
Ereignisse A :=,Erster Zug ist eine rote Kugel“ und B :=,Zweiter Zug ist eine blaue
Kugel“. Es gilt |A| = 3 und |B| = 3 und
1 1 3 3
P(ANB)=—# —=—.—=P(A)-P(B
(40 B) 12#16 12 12 (4) - P(B)

und A und B sind nicht stochastisch unabhéngig. Wir stellen fest, dass es auch in dem
zugehorigen Zufallsexperiment einen kausalen Zusammenhang zwischen diesen beiden
Ereignissen gibt.

(4) Wir berachten noch einmal den zweifacher Wiirfelwurf mit den beiden Ereignissen
C :=,Erster Wurf ist gerade Zahl“ und D :=,Summe beider Wiirfe ist gerade Zahl“,
so gilt P(C N D) = %, sowie P(C) = 1, P(D) = 1 und C und D sind stochastisch
unabhéngig. In dem zugehorigen Zufallsexperiment besteht aber trotzdem ein kausaler
Zusammenhang zwischen diesen beiden Ereignissen, da der erste Wurf die Summe der

Augenzahlen ,,mitbestimmt*.

. Das letzte Beispiel 158.(4) soll (wieder einmal) darauf hinweisen, dass
die ,,zufillig Erfiillung“ unserer mathematischen Bedingungen fiir eine Un-
abhéngigkeit zweiter Ereignisse keine kausale Unabhéngigkeit zwischen die-
& sen ,in der Realitdt“ impliziert.

2.5. Zufallsvariablen. Mit der Hilfe von Zufallsvariablen lassen sich Ereignisse in einem
Wahrscheinlichkeitsraum einfacher angeben und untersuchen.

Definition 159. Sei (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zufallsvaria-
ble ist eine Abbildung X : 2 — R. Das Bild X (Q2) von X wird oft (etwas ungenau) mit
W bezeichnet.

Fiir eine Zufallsvariable X und z € R definiert man

PX=2)=P({weQ|X(w)=2z})

und P(X # z) := P({w € Q | X (w) # z}). Analog definiert man P(X < z), P(X < z),
P(X > z), P(X > z) und so weiter.

Bemerkung 160. Ist X eine Zufallsvariable und = € R nicht im Bild von X, so gilt also
P(X =z)=P(0)=0.
Auflerdem gilt
P(X<2) = P({weQ|X(w)<a})
= P{weQ|X(w) =z}U{we]| X(w) <z}
= P(X=u2)+P(X <ux),
(und analog auch P(X > x) = P(X = z) + P(X > z)) wobei die letzte Gleichung gilt, da

die beteiligten Mengen disjunkt sind.
Weiter ist

PX>z) = PH{weQ|X(w)>xa})

PO\ {weQ| X(w) < )

P(Q)— PHwe Q| X(w) <z}) (siehe Satz 127.(3))
= 1-P(X<ux)

Beispiel 161.

(1) Wir betrachten das Laplace Experiment einfacher Miinzwurf aus Beispiel 124.(1).
Es wird auf ,,Zahl“ gewettet und 1 Euro ausgezahlt, wenn ,,Zahl* fallt, sonst 0 Euro.
Es ist Q = {K, Z}. Wir geben eine Zufallsvariable

X: Q=R
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durch X (K) :=0und X(Z) := 1 an, die den Gewinn (in ,,Euro*) beschreiben soll. Das
Bild von X ist die Menge W = {0,1}. Es ist

P(X=1)=P({we Q| X(w)=1}) = P{2}) = ;

und P(X = 0) = 3. Man konnte fiir ein z € R die Zahl P(X = z) als die Wahr-
scheinlichkeit dafiir interpretieren, dass bei dem Zufallsexperiment x Euro ausgezahlt
werden.

(4) Wir betrachten das Laplace Experiment zweifacher Wiirfelwurf aus Beispiel 124.(4).
Es ist Q := {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}. Wir mochten eine Zufallsvariable ,Summe
der Augenzahlen vom ersten und zweiten Wurf“ angeben und definieren

X:Q — R
(i) = i+,
Das Bild von X ist die Menge W = {2,3,...,11,12}. Es ist beispielsweise

P(X=2) = P{(i,j) €| X(i,j) =i+j=2}) = P{(1,1)}) = 35 und
P(X=3) = P{(1,2),21)}) ===+ und
P(X <4) = P({(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,2)}) = 55 = 5-

Analog zur empirischen Verteilungsfunktion aus Definition 54 definieren wir die Verteilungs-
funktion einer Zufallsvariable.

Definition 162. Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R eine Zufalls-
variable. Die Verteilungsfunktion von X ist die Abbildung

F:R — [0,1]CR
t = P(X<t).

Bemerkung 163. Sei X: 2 — R eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Diese
Funktion ist ein Beispiel einer monoton wachsenden Funktion, die nur Werte zwischen 0
und 1 hat. Es gibt F(¢) die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass X , hochstens den Wert ¢

annimmt.
Beispiel 164.

(4) Wir betrachten das Laplace Experiment zweifacher Wiirfelwurf und die Zufallsva-
riable X = Summe der Augenzahlen“ aus Beispiel 161.(4). Dann ist die zugehérige
Verteilungsfunktion die Abbildung

F:R — [0,1]CR

0 fallst<2

% falls 2 <t < 3
33—6 falls 3 <t <4
& fallsd<t<5
0 falls5<t<6

b B = é—? falls 6 <t <7
2 falls7<t<8
26 falls8<t<9
30 falls 9 <t <10
33 falls 10 <t < 11
35 falls 11 <t < 12

1 falls12<¢
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Abbildung 15: Graph der Funktion F

Analog zu der Definition 67 des empirischen Medians und der Definition 72 des p-Quantils
definieren wir den Median und das p-Quantil einer Zufallsvariable.

Definition 165. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q@ — R eine Zufallsvaria-
ble und p € (0,1) eine reelle Zahl. Ein p-Quantil von X ist eine reelle Zahl &, mit
P(X<&)2p und PX2&)=21-p.
Ein p = 0, 5-Quantil von X heit auch Median von X.
Bemerkung 166. Wir kénnen mit Bemerkung 160 die Bedingung aus der vorherigen Defi-

nition umschreiben, wobei F' die Verteilungsfunktion von X bezeichnet. Ein p-Quantil von
X ist also eine reelle Zahl &, mit

F(&)zp und  F(§) - P(X =&) <p.
Beispiel 167.
(4) Wir betrachten das Laplace Experiment zweifacher Wiirfelwurf und die Zufallsva-

riable X = Summe der Augenzahlen“ aus Beispiel 161.(4). Es ist £1 =5, denn

PX S8 =F(O2
impliziert £ > 5 und
PX 2§ =PX=+PX>)=PX=¢+(1-PX<Y9)

impliziert £ = 5, da

" 36 S 36) 67
Auflerdem gilt {3 = 7. Fiir p = 2 ist jeder Wert &, € [9,10) erlaubt.

P(Xzf)=P(X:§)+(1—P(X§§))—4+(1 1O>z5>0,75:1—i.

2.5.1. Endliche Zufallsvariablen. In diesem Kapitel betrachten wir endliche Zufalls-
variablen, also Abbildungen X:  — R, wobei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeits-
raum, also ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer endlichen Menge 2 ist. Tatséchlich ha-
ben wir bereits in Definition 159 nur von endlichen Zufallsvariablen gesprochen. Wir wollen
jedoch im folgenden Kapitel 2.5.2 diese Definition 159 ein wenig verdndern und sogenannte
stetige Zufallsvariablen betrachten, sodass die allgemeinen Begriffe aus dem vorherigen
Einfithrungskapitel 2.5 auch fiir diese giiltig bleiben. Dieses gilt jedoch nicht fiir die in die-
sem Kapitel besprochenen Begriffe. Daher werden wir uns in diesem Kapitel lediglich mit
endlichen Zufallsvariablen beschéftigen.

Definition 168. Sei (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R eine
endliche Zufallsvariable mit Bild . Die Zdhldichte von X ist die Abbildung
f*R — [0,1]
z — PX=u).
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Die Einschrinkung von f auf W C R wird mit fy: W — [0, 1] bezeichnet und (etwas
ungenau aber wegen Bemerkung 169 unproblematisch) ebenfalls Zdhldichte von X
genannt.

Ein Modalwert von X ist ein Maximum der Funktion f oder, dquivalent, von [y .

Bemerkung 169. Eine endliche Zufallsvariable X :  — R hat notwendigerweise ein end-
liches Bild W = {z1, ..., 2y }. Fiir die Zdhldichte f einer endlichen Zufallsvariablen X gilt,
dass f(z) = 0, falls ¢ W. Die Einschrankung fy ,gehort also zu* einem eindeutigen f, d.h.
f und fw legen sich also gegenseitig fest. (Die Schreibweise fy wird nur dafiir eingefiihrt,
im folgenden nicht zu viele Fallunterscheidungen machen zu miissen.)

Beispiel 170.

(4) Wir betrachten wieder das Laplace Experiment zweifacher Wiirfelwurf und die
Zufallsvariable X = Summe der Augenzahlen“ aus Beispiel 161.(4). Die Z#hldichte
f von X hat den folgenden ,,Graphen®,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Abbildung 16: ,,Graph® der Funktion f

wobei wir Balken fiir die jeweiligen Funktionswerte gezeichnet haben (Der Graph im
Sinn der Definition hat nur Punkte bei (z, P(X = x)), falls z € W und (z,0) sonst.)
und 7 ist ein Modalwert von X.

Bemerkung 171. Sei X: Q@ — R eine endliche Zufallsvariable mit Zihldichte f und Ver-
teilungsfunktion F. Dann gilt
Ft) =) f(x)
<t
und die ,Spriinge* im Graph von F' (siehe Abbildung 164) an der Stelle x sind von der
»Hohe* f(x).

Analog zum empirischen Mittelwert 63, zur empirischen Varianz und zur empirischen Stan-
dardabweichung 77 macht man die folgende Definition.

Definition 172. Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R eine
endliche Zufallsvariable mit Bild W = {z1,..., 2, } und Zihldichte f.

e Der Erwartungswert von X ist die reelle Zahl
E(X) =) z;f(z;),
j=1

die manchmal auch mit p bezeichnet wird.
e Die Varianz von X ist die reelle Zahl
Var(X) = (x; — ) f(z;),
j=1
die manchmal auch mit 0% bezeichnet wird. Die Standardabweichung von X
ist die reelle Zahl
o:=Vo2.



Bevor wir zu einem Beispiel zu diesen Zahlen kommen, besprechen wird erst einige Rechen-
regeln. Sind X, Y : Q@ — R zwei Zufallsvariablen so betrachten wir im folgenden Satz deren
Summe X + Y und Produkt XY. Hiermit ist natiirlich gemeint, dass man die jeweiligen
Werte im Zielbereich der Abbildungen addiert oder multipliziert. So ist beispielsweise die
Zufallsvariable a X +Y: Q@ — R fiir a € R gegeben durch w — aX (w) + Y (w). Man beachte
auBerdem, dass die Charakterisierung (4) der Varianz im folgenden Satz oft niitzlich fiir
praktische Rechnungen ist.

Satz 173 (Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz). Esseien X und Y
endliche Zufallsvariablen.

(1) Nimmt X nur den Wert a an, so gilt E(X) = a und Var(X) = 0.

(2) Sind a,b € R, so E(aX +b) = aE(X) + b und Var(aX + b) = a®*Var(X).
(3) Esgilt E(X+Y)=E(X)+E®Y).
(4) Es gilt Var(X) = E(X?) — E(X)~ (,, Verschiebungssatz*)
(5) Sind X und Y stochastisch unabhingig, d.h. gilt fiir alle Intervalle I und J,

dass

PlweQ|Xw)ellN{we|Y(w)eJ})=P(X e€l)-P(Y €J).
so gilt
E(XY)=EX)E(Y)
und

Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y).

Beispiel 174.

(4) Wir betrachten wieder das Laplace Experiment zweifacher Wiirfelwurf und die
Zufallsvariable X = Summe der Augenzahlen“ aus Beispiel 161.(4). X hat das Bild

W ={2,3 12}:{;101,:52 xm} Dann ist
fox +3 SR AR .
T 36 36 36
und
2 1 35
X)=(2 - 12-7)2. — = =2
Var(X)=(2-17)?- 36 +(3-17)2. 36+ +( 7) %" 6

und o = /32 ~ 2,42,

Oft ist die Z#hldichte einer endlichen Zufallsvariablen von einem der folgenden , Typen®,
was es beispielsweise einfacher macht, den zugehorigen Erwartungswert und die zugehorige
Varianz zu bestimmen.

Definition 175. Sei (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und X : © — R eine
endliche Zufallsvariable mit Bild W = {z, .. :Um} und Zéhldichte f.

e Hat X die Zihldichte gegeben durch fy () = —, so heiit X gleichméBig verteilt
(oder gleichverteilt) und es gilt
1 & JRR
- ]; xj; un ar(X — g

und man schreibt X ~ %

e Ist p € (0,1) eine reelle Zahl und W = {0, 1,...,n} fiir eine natiirliche Zahl n > 1
und hat X die Zéhldichte gegeben durch fiy (z) = (7)p® - (1 — p)" =%, so heiBt X
binomialverteilt und es gilt

E(X)=np und Var(X)=np(l-p)
und man schreibt X ~ Bin(n,p).
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o Ist W ={0,1,...,n} fiir eine natiirliche Zahl n und sind M, N natiirliche Zahlen
mit n, M < N und hat X die Zahldichte gegeben durch

(&) (g
()
so heiflit X hypergeometrisch verteilt und es gilt

B =it uad Var(X):n-M-(l—)-

fw(z) =

N N
und man schreibt X ~ Hyp(n, M, N).

o Ist p € (0,1) eine reelle Zahl und W = {1,...,n} fiir eine natiirliche Zahl n > 1
und hat X die Zihldichte gegeben durch fy(z) = (1 — p)*~! - p, so heifit X
geometrisch verteilt und es gilt

1 1—p
E(X)=- und Var(X)=
(X) ’ (X) e
und man schreibt X ~ G(p).

o Ist A € (0,00) eine reelle Zahl und W = {1,...,n} fiir eine natiirliche Zahl n > 1
und hat X die Zdhldichte gegeben durch fy (z) = )J‘U—Te_z, so heifit X poissonver-
teilt und es gilt '

EX)=A und Var(X)=2A\

und man schreibt X ~ P(\).

Die folgenden wichtigen Beispiele sind Modelle typischer Zufallsexperimente durch endli-
che Wahrscheinlichkeitsraume und endliche Zufallsvariablen mit Z&hldichten aus der obigen
Definition 175.

Beispiel 176.

3)

Wir betrachten das Laplace Experiment einfacher Wiirfelwurf aus Beispiel 124.(3).
Hier war Q = {1,2,3,4,5,6}. Die Zufallsvariable X =,Augenzahl® ist genauer die
Abbildung X : @ — R mit X(2) = 2 und dem Bild W = {1,2,3,4,5,6} = Q. Es ist X
gleichméBig verteilt und wir lesen aus der obigen Definition 175 ab, dass

21 35
_ 2
5 3,5 und Var(X) 12

Ist X ~ Bin(n,p) eine binomialverteilte Zufallsvariable, so kann man die reelle Zahl
f(z) = P(X = xz) als die Wahrscheinlichkeit interpretieren bei n-vielen Versuchen
genau z-mal ,,Erfolg® zu haben.

Betrachten wir beispielsweise wieder das Laplace Experiment einfacher Wiirfelwurf
mit Q ={1,2,3,4,5,6}. Sei X = Anzahl der 6en“ mit Bild W = {0, 1}. Wir wissen

= (Dpta-p)° und
= (' -n",

wobei wir p := } setzen. Also ist X ~ Bin(1,p) binomialverteilt und man kann f ()
als die Wahrscheinlichkeit interpretieren, bei (n = 1)-vielen Versuchen, genau z-mal
Erfolg zu haben, also eine 6 zu wiirfeln.

Fiithren wir dieses Zufallsexperiment n-viele Male durch, so betrachten wir das Laplace
Experiment n-facher Wiirfelwurf mit Q = {1,2,3,4,5,6}". Ein Element von € ist
also ein n-Tupel mit den Wurfergebnissen. Wir betrachten die Zufallsvariable X = An-
zahl der 6en® mit Bild W = {0, 1,...,n}, welche die Anzahl der 6-en in einem solchen
n-Tupel zdhlt. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein spezielles n-Tupel x-mal eine 6 enthélt,
ist p*- (1 —p)™~* und es gibt (Z)—viele Maéglichkeiten dafiir, wie die 6-en in einem Tupel
verteilt sind. Daher ist

flr)=P(X =) = (me A

E(X)

f1) = P(x
f0) = P(x

1) =
0) =

ot O
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Also ist X ~ Bin(n,p) binomialverteilt und man kann f(z) als die Wahrscheinlichkeit
interpretieren, bei n-vielen Versuchen, genau z-mal Erfolg zu haben, also eine 6 zu
wiirfeln.

0.25
|

¢ p=0.5 and n=20
* p=0.7 and n=20
® p=0.5 and n=40

0.10 0.15 0.20
L L L
.

.

0.05
L

0.00
.
o
°
°
.
-
o=
.
.
.
.
.
.

Abbildung 17: Graphen der Zi&hldichten dreier binomialverteilter Zufallsvariablen (von [6])

(10)

(11)

Ist X ~ Hyp(n, M, N) eine hypergeometrisch verteilte Zufallsvariable, so kann man die
reelle Zahl f(x) = P(X = z) als die Wahrscheinlichkeit interpretieren bei n-vielen
Ziigen aus einem Sack mit N Kugeln von denen M markiert sind, genau
z-viele markierte zu ziehen.

Betrachten wir beispielsweise das Laplace Experiment Lotto aus Beispiel 141, bei dem
man versucht, auf n = 6 aus N = 49 Zahlen zu tippen und dabei x-viele der M = 6
markierten Zahlen (der ,richtigen® Tipps) zu erwischen. Sei X =, Anzahl der richtigen
Tipps* mit Bild W = {0,1,...,6}. Es ist

(2) (=)

(5)
Also ist X ~ Hyp(n, M, N) hypergeometrisch verteilt und wir lesen aus der obigen
Definition 175 ab, dass

flw) = P(X =) =

6
E(X)=6- oy ~0,73 und Var(X)=0,58.

(Da E(X) < 1 kann man beim Lotto also noch nicht einmal erwarten, auch nur eine
einzige richtige Zahl getippt zu haben.)

Ist X ~ G(p) eine geometrisch verteilte Zufallsvariable, so kann man die reelle Zahl
f(z) = P(X = z) als die Wahrscheinlichkeit interpretieren, beim z-ten Versuch
erstmals ,,Erfolg* zu haben. (Um tatsichlich in die Situation einer endlichen Zu-
fallsvariable zu kommen, miissten wir theoretisch die Maximalanzahl der Versuche n
beschrinken, dieses ist aber praktisch nicht relevant und auch anders modellierbar,
worauf wir aber nicht eingehen méchten.)

Betrachten wir beispielsweise wieder das Laplace Experiment n-facher Wiirfelwurf
(mit einem grofen n) und sei X =, Wurf mit der ersten 6“ mit Bild W = {1,...,n}. Es

1st
5\"7' 1 .
fa)=px=0=(3) g=G-pton
wobei wir p := § setzen. Also ist X ~ G(p) geometrisch verteilt und wir lesen aus der
obigen Definition 175 ab, dass
E(X)=6 und Var(X)=30.
Es ist also zu erwarten, beim wiederholten Wiirfeln die erste 6 im 6-ten Wiirfelwurf zu
wiirfeln.
Ist A =mnp € (0,00) mit p € (0,1), so kann man zeigen, dass ungefihr

n A"
( >p$ (1=p)"™® ~ —e™® (,Poissonscher Grenzwertsatz“)
x

fiir kleines p (beispielsweise p < 0,1) und grofles n (beispielsweise n > 100). Ist also
X ~ P()) eine poissonverteilte Zufallsvariable, so kann man diese als ,, Approxima-
tion“ einer binomialverteilten Zufallsvariable bei kleinem p und groflem n
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betrachten. Die Z#hldichte einer binomialverteilten Zufallsvariable kann sehr schwer
nummerisch zu bestimmen sein. Daher kann eine solche ,, Approximation* hilfreich sein.

2.5.2. Stetige Zufallsvariablen. In diesem Kapitel mochten wir uns mit speziellen nicht-
endlichen Zufallsvariablen X : 2 — R befassen, deren Bild beispielsweise ein Intervall mit
nicht endlich vielen Elementen ist. Streng genommen miissen wir dafiir die Definition 125
eines endlichen Wahrscheinlichkeitsraums etwas abéndern, sodass nicht mehr alle Teilmengen
A C Q als Ereignisse in Frage kommen, sondern nur solche aus einer sogenannten ,,o-Algebra*
(welche mit zu den Daten eines nicht-endlichen Wahrscheinlichkeitsraums gehért). Dieses
technische Detail werden wir jedoch aus Zeitgriinden ignorieren, da es in allen unseren
praktischen Beispielen nicht relevant ist.

Auflerdem diirfen wir als nicht-endliche Zufallsvariablen X nicht alle Abbildungen  — R
zulassen, sondern nur solche, die mit der o-Algebra-Struktur vertréglich sind. In diesem
Kapitel betrachten wir nur eine spezielle Klasse solcher nicht-endlicher Zufallsvariablen, die
sogenannten stetigen Zufallsvariablen. Diese konnen (und werden) wir definieren, ohne den
Begriff ,,o-Algebra®“ zu erwihnen. Wir starten mit einem Beispiel, um zu illustrieren, was
der Begriff einer ,,stetigen Zufallsvariable“ leisten soll.

Beispiel 177.

(6) Wir betrachten das Zufallsexperiment Drehen eines Gliicksrads aus Beispiel 120.(6).
Dabei wird ein Gliicksrad gedreht, dann zufillig abgebremst und anschlieflend der Hal-
tewinkel = € [0,360) = 2 gemessen. Wir betrachten die (sehr einfache) Zufallsvariable
X: Q= R mit X(z) :=z, also X =,das Gliicksrad hilt beim Haltewinkel 2.

Sei a € [0,360]. Wir mochten die Wahrscheinlichkeit dafiir angeben, dass der Haltewin-
kel des Gliicksrads ,,zwischen 0 und a“ liegt. Es liegt nahe, diese Wahrscheinlichkeit als
P(X < a) := 555 zu definieren. Mit dieser Definition erhalten wir insbesondere, dass
P(X =0) = 3% = 0, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Gliicksrad genau bei dem
Winkel 2 = 0 hélt, ist also Null. Ebenso sollte dann P(X = a) = 0 sein.

Allgemeiner setzen wir fiir a,b € [0,360] mit a < b

Pa<X<b) = PHweQ|a<Xw) <b})
= PHweQ|Xw) <b}\{weQ|Xw)<a})
= PX<b)-PHweQ|X(w) <b}N{weQ|Xw)<a})  (Satz 127.(3))
= P(X<b)-P{weQ|X(w) <a})

= P(X<b)—P(X <a)

= PX<b)—-—(P(X<a)+0)

= P(X<b)—(P(X<a)+P(X =a))
= P(X<b)-P(X<a)

= -

= gi5(a—b).

Die Verteilungsfunktion

F:R — [0,1]

0 falls t < 0

360 Tfallste [0, 360]
1 falls 360 < ¢t

~

t —» P(X<t)=
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ist eine stetige Funktion im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt, dem endlichen Fall.
Im Gegensatz zum endlichen Fall, macht es hier keinen Sinn eine Z#hldichte

f*R — [0,1]
z — PX=ux)
zu definieren, da ja P(X = x) = 0 gilt und diese Abbildung also die Nullabbildung ist.

Definition 178. Eine Dichtefunktion (oder Wahrscheinlichkeitsdichte) ist eine
(stiickweise stetige) Abbildung f: R — [0, 00) mit

/_o; F@)de = 1.

Bemerkung 179. Das ,Integral“ aus der vorherigen Definition benétigt eine Erklarung,
da wir in Defintion 35 eines Integrals

b
/ f(z)dz :== F(b) — F(a)

zum einen nur stetige Abbildungen f: [a,b] — R (mit einer Stammfunktion F') betrachtet
haben und in der vorherigen Definition zum anderen a und b keine reellen Zahlen sind.
Die Summenregel aus Satz 37 erlaubt uns zun#chst, Integrale auch fiir ,stiickweise stetige“
Funktionen f: [a,b] — R (wie beispielsweise die Abbildung aus Beispiel 184 unten) zu
definieren. Hat nun f: R — [0, 00) eine Stammfunktion F': R — [0, 00), so setzen wir

oo b
/_ f(z)dz ;= lim lim / f(z)dz = lim lim (F(b) — F(a)).

b—o00 a——00 b—o00 a——00

Die vorherige Bemerkung 179 sieht vielleicht erschreckend kompliziert aus,
. aber keine Sorge: Wir werden im Folgenden Dichtefunktionen nur expilizit
angeben und nicht iiberpriifen miissen, ob diese die obige Integralbedingung
tatséchlich erfiillen. Mit anderen Worten kénnen wir uns einfach merken,

dass eine Dichtefunktion eine Funktion f: R — [0, o0) ist, die eine ,spezielle
D ; o e

Eigenschaft* erfiillt.

Definition 180. Sei €2 eine Menge.

e Eine stetige Zufallsvariable ist eine Abbildung X :  — R zusammen mit einer
Dichtefunktion f: R — [0, 00).

e Fiir a,b € RU {£o0} mit a < b setzen wir

Pla< X <b):= /b f(z)dz
als die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ,, X zwischen a und b liegt“. Wir setzen
zur Abkiirzung P(X < b) := P(—o00 < X <b) und P(a < X) := P(a < X < c0).
e Ein Modalwert von X ist ein Maximum der Funktion f.
e Die Verteilungsfunktion von X ist die Abbildung
F:R — [0,]]CR
t = PX<t)=['_ f(z)de.

Bemerkung 181. Ist X eine stetige Zufallsvariable und a € R, so bekommen wir, analog
zum obigen Beispiel 177, dass

P(X =a)= Pla< X <a)= / f(z)dz = F(a) — F(a) = 0.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X eine einzelne reelle Zahl a ,,annimmt“ ist also stets Null.

Dieses ist ein wesentlicher Unterschied zu den endlichen Zufallsvariablen aus Kapitel 2.5.1.
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Bemerkung 182. Die Verteilungsfunktion F' einer stetigen Zufallsvariable ist eine stetige,
»stiickweise differenzierbare” und monoton wachsende Funktion und es gilt

lim F(¢t)=0 und lim F(t) =1

t——o0 t—o00

sowie (im Einklang mit Bemerkung 160)

P(X >a)=Pla < X) /f dx—/ flx dx—/ f@)dxe=1—-P(X <a).

Bemerkung 183. Ist X eine stetige Zufallsvariable mit einer stetigen Dichtefunktion f und
Stammfunktion F', so ist es kein Zufall, dass die Verteilungsfunktion von X ebenfalls mit dem
groflen Buchstaben ,, F'“ bezeichnet wird. Bezeichnen wir kurzfristig die Verteilungsfunktion
mit F, so gilt ndmlich

w0 = [ s

= lim t f(x)dx

a—r— o0 a

= lim (F(t)— F(a))

- F(tg—aE@wF(a)
= F(t)-0
= F(),

was sich auf (,,stiickweise stetige®) Dichtefunktionen f iibertrigt. Daher kann man tatséchlich
sagen, dass die Verteilungsfunktion von X eine Stammfunktion von f ist.

Beispiel 184.
(6) Im obigen Gliicksrad-Beispiel 177 ist X eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion
iR — [0,00)
0 falls z < 0
z = L falls 2 € [0,360]
0 falls 360 < x
und Verteilungsfunktion
F:R — [0,00)
0 falls t < 0
t = { b fallst e [0,360]
1 falls 360 < ¢

0.005 12

0.004 4

0.8 1
0.003

0.6
0.002
0.4 4
0.001 4
0.2 4

0.000 +———— —_—

0.0 1

—0.001 T T T T T —0.2 T T T T T
—100 0 100 200 300 400 —100 o 100 200 300 400

Abbildung 18: Graphen der Dichtefunktion f und Verteilungsfunktion F’ von X.
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Definition 185. Sei X: 2 — R eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion f.

e Seip € (0,1) eine reelle Zahl und F' die Verteilungsfunktion von X. Ein p-Quantil
von X ist eine reelle Zahl &, mit F'(§,) = p.

e Der Erwartungswert von X ist die reelle Zahl

B(X) = [ ap@yin,

— 00
die manchmal auch mit p bezeichnet wird.

e Die Varianz von X ist die reelle Zahl

Var()i= [ (o= w2 fa)i,

—0o0
die manchmal auch mit o2 bezeichnet wird. Die Standardabweichung von X ist

die reelle Zahl
o= Vo2,

Satz 186. Der Satz 173 (Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz) gilt komplett
analog auch fiir stetige Zufallsvariablen X.

Beispiel 187.
(6) Im obigen Gliicksrad-Beispiel 177 gilt

EX) = /O;xf(a:)dx = /OSGOxldx

_ 360
= — dr = — |Z2?
360 J, 360 {25”}0
11
= %-5-(360)2 = 180

und (mit dem ,, Verschiebungssatz* aus Satz 173)
360
1
Var(X) = E(X?) - B(X)? = / xQ% dx — (180)% = 10800 also o = 103,92.
0
Ebenso wie fiir endlichen Zufallsvariablen in Definition 175, schauen wir uns nun Dichte-
funktionen speziellen ,, Typs“ an.
Definition 188. Sei ) eine Menge und X : 2 — R eine stetige Zufallsvariable.
e Sind a, b reelle Zahlen mit a < b und hat X die Dichtefunktion f gegeben durch

0 falls z < a
fl@) =47 falls € [a,]
0 falls b < x

so heift X gleichmiBig verteilt (oder gleichverteilt) und es gilt

0 falls t < a b (b )2
Fit)={ .t fallstefa,b und E(X):a2 und  Var(X) = 2

b—a
0 falls b < ¢t

und man schreibt X ~ ﬁ.

e Ist A € (0,00) und hat X die Dichtefunktion f gegeben durch
0 falls x < 0
flz) = {

Ae ™ falls x>0
so heifit X exponentialverteilt und es gilt
0 falls t < 0 1 1

F(t) = d E(X)=~= und Var(X)=—
®) {1—6M falls t>0 (X)=5 un (%)
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und man schreibt X ~ Exz()).

e Sind u € R und o € (0, 00) reelle Zahlen und hat X die Dichtefunktion f gegeben

durch
1 _(w=p)?

f(:r) = —27“72 e 202

so heift X normalverteilt und es gilt
E(X)=p und Var(X)=o?
und man schreibt X ~ N(u,0?).

o Ist X ~ N(u,0?) normalverteilt mit u = 0 und o2 = 1, so heiit X standardnor-
malverteilt und man schreibt X ~ N(0,1). In diesem Fall bezeichnet man die
Dichtefunktion f gegeben durch

1 1'2
x) = e 2
f(z) Ton
auch mit ¢ (sprich , klein-Fieh*) und die Verteilungsfunktion von X mit ® (sprich
»grof-Fieh®).

Normalverteilte Zufallsvariablen haben insbesondere durch den Zentralen Grenzwertsatz 191
in Kapitel 2.6 eine besondere Bedeutung. Bevor wir zu Beispielen stetiger Zufallsvariablen
mit Dichtefunktionen aus der obigen Definition 188 kommen, folgt ersteinmal eine Bemer-
kung mit einem wichtigen ,,Umrechnungswerkzeug® fiir normalverteilte Zufallsvariablen.

Bemerkung 189 (Umrechnung in Standardnormalverteilung).

e Es ist nicht einfach die nummerischen Werte ¢(z) und ®(t) zu bestimmen. Daher
benutzen wir die Tabelle im Anhang, um die Werte ®(t) , auszurechnen*.

e Wir kénnen eine normalverteilte Zufallsvariable X in eine standardnormalverteilte Zu-
fallsvariable Z ,transformieren® und auf diese Weise die Tabelle fiir die Standardnor-
malverteilung im Anhang benutzen, um F'(t) zu bestimmen. Ist genauer X eine Zufalls-
variable und N (1, 0?)-verteilt, so ist (genau dann) die Zufallsvariable

_X-un
o g

7

standardnormalverteilt, also Z ~ N(0,1) und es gilt

F(t)—@(t;u>

(und f(z) = Lp(=L)), wobei F die Verteilungsfunktion (und f die Dichtefunktion)
von X bezeichnet.

e Der vorherige Punkt ist wichtig fiir die folgende Rechnung. Sei wieder X ~ N (u,0?)
normalverteilt. Fiir a,b € R mit a < b interessiert man sich oft fiir den Wert

P(CLSXSb)=F(b)—F(a):¢(b;“>_(p(a;H)

den wir nun ,einfach® aus der Tabelle im Anhang ablesen kénnen.

e In der Tabelle im Anhang sind nur Werte ®(¢) mit ¢ > 0 angebeben, es ist aber
®: R — [0,1] eine Abbildung, in die man auch negative reelle Zahlen ,einsetzen* kann.
Diese Werte kann man ebenfalls aus der Tabelle ablesen, da (aus Symmetriegriinden,
die wir nicht weiter erldutern) gilt

B(—t) =1— B(t).
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A\

i
—u= 0, 02=0.2
—u= 0, 0*=1.0
u= 0, 62=50/]
// —u=-2, 62=05
T

Abbildung 19: Graphen der Dichtefunktion f und Verteilungsfunktion F' normalverteilter
Zufallsvariablen X ~ N (u,02) von [7]. Der rote Graph der Dichtefunktion ¢ der Standard-
normalverteilung wird auch Gauf3’sche Glockenkurve genannt.

o Ist X ~ N(u,o?)-verteilt und p € (0,1) eine reelle Zahl, so ist nach Definition 185 das
p-Quantil £, von X eine Losung der Gleichung F'(§,) = p, wobei F' die Verteilungsfunk-
tion von F' bezeichnet. Die p-Quantile einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen
werden auch mit z, bezeichnet und es gilt z, = —z1_p, sowie {, = pu + 0zp. Aus der
Tabelle im Anhang kann man die folgenden (ungefihren) Werte ablesen.

[p=0,5p=0,75|p=0,9|p=0,95p=0,9
2| 0 [0,67449 |1,28155] 1,64485 | 2,32635

e Sind X ~ N(u,0%) und X' ~ N(i/,0'%) zwei normalverteilte Zufallsvariablen und
A, ) € R reelle Zahlen, so kann man zeigen, dass die Zufallsvariable AX + X X’ ebenfalls
normalverteilt ist und es gilt genauer

AX +NX ~ NOp+ N/, A2 + X200,
Beispiel 190.

(6) Im obigen Gliicksrad-Beispiel 177 ist X eine gleichmiifig verteilte Zufallsvariable.
(13) Exponentialverteilte Zufallsvariablen modellieren oft eine Lebensdauer oder einen
Zerfallsprozess. Sei beispielsweise die Zufallsvariable X :=,Lebensdauer einer Maschine®
(in Stunden) exponentialverteilt mit Erwartungswert E(X) = } = 500 (Stunden). Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Betriebsdauer zwischen a = 300 Stunden und b = 600
Stunden liegt, ist

P(300 < X < 600) = F(600) — F|(300) = (1 — e 800) — (1 — e~ 500) ~ 0, 25.

(14) Sei die stetige Zufallsvariable X :=,Gewicht einer Medikamentenflasche“ N (1000, 16)-
verteilt. Der Erwartungswert von X ist g = 1000 (Gramm) und die Varianz o2 = 16.
Wir fragen uns, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Gewicht der Medikamentenflasche
zwischen 990 und 1005 Gramm liegt. Dafiir berechnen wir

P(990 < X < 1005) = F(1005) — F(990)
P (100511000) ) (990—41000)

B(1,25) — B(—2,5)

= ®(1,25) — (1 - ®(2,5))
0,8944 — (1 — 0,9938)
0, 89.
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Alternativ kénnen wir auch wie folgt vorgehen. Es ist Z = % nach Bemerkung 189
standardnormalverteilt. Umformen ergibt X = 0Z + u. Dann berechnen wir

P(990 < X <1005) = P(990 < ¢Z + p < 1005)
P(990 — pu < 0Z < 1005 — )
P(-
P(-5<2z< g)
(
(

1)
~ 0,89.

2.6. Der zentrale Grenzwertsatz. (Wir werden im Folgenden, motiviert durch Defini-
tion 175 und Definition 188 eine Zahldichte oder eine Dichtefunktion einer Zufallsvariable
X auch eine Verteilung von X nennen. Achtung: Dieses ist nicht zu verwechseln mit der
Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen.)

Die besondere Bedeutung der Normalverteilung ist durch den folgenden iiberraschenden Satz
gerechtfertigt.

Satz 191 (Zentraler Grenzwertsatz — informelle Formulierung).

Es seien X1, Xs,...,X,, unabhingige (stetige oder endliche) Zufallsvariablen, die al-
le dieselbe Verteilung besitzen (der wesentliche Punki ist hier: Es ist egal, welche
Verteilung) mit Erwartungswert p und Varianz o2 und betrachte die Zufallsvariable
X, = M Dann ist

2
X, ~ N (u, %) falls n > 0 grof,

d.h. die Zufallsvariable X,, ist ,,ungefihr“ normalverteilt mit Erwartungswert p und
ag

Varianz 72 und diese Approximation wird umso besser, je grofler n ist.
Bemerkung 192. Sei X7, X5, ... eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen, die alle dieselbe
Verteilung besitzen mit Erwartungswert p und Varianz o2. Eine prizisere Formulierung der
Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes ohne das Wort ,,ungefahr® ist

S —
lim P ("”“ < t) = d(t)
n—o00 \/ﬁ .o

wobei S, := X; + ...+ X,,. Es gibt viele Untersuchungen zu der ,,Qualitit* der Approxima-
tion des Zentralen Granzwertsatzes, d.h. zu der Frage, wie ,;schnell“ die obige Konvergenz
ist, wie zum Beispiel der Satz von Berry—Esseen, den wir hier aber nicht betrachten werden.

Bemerkung 193. Mit den ,Rechenregeln“ aus dem letzten Punkt von Bemerkung 189
koénnen wir die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes auf die folgende Weise etwas anders
formulieren. Fiir die Verteilung der Zufallsvariablen S, := X7 + ... 4+ X, gilt ungefihr

S, ~ N (n,u,nUQ) falls n > 0 groB.
Beispiel 194.

(9’) Wir betrachten wieder den n-fachen Wiirfelwurf aus Beispiel 176.(9) mit Ergebnis-
menge Q = {1,2,3,4,5,6}" und die Zufallsvariable X =,Anzahl der 6en“, die wir nun
mit S, := X bezeichnen, um die Abhéngigkeit von n zu verdeutlichen. Wir haben in
Beispiel 176.(9) gezeigt, dass X ~ Bin(n, p)-verteilt ist mit p = %.

Nun wiirfeln wir n = 600-mal hintereinander und fragen nach der Wahrscheinlichkeit
dafiir, mindestens 90 und hochstens 100 Sechsen zu erhalten, also nach der Wahrschein-
lichkeit

P(90 < S,, <100).

Dafiir miissen wir P(S,, = 90) + P(S,, = 91) +...+ P(S,, = 100) ausrechnen und wenn
wir uns die Zdhldichte der Binomialverteilung aus Definition 175 ansehen, ist dieses
nummerisch enorm anstrengend, da n verhéltnisméfig grofl ist. Hier machen wir uns
den Zentralen Grenzwertsatz zu Nutze!
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Dafiir definieren wir fiir ¢ € {1,2,...,600} jeweils eine Zufallsvariable

X;: Q —- R
1 falls i-ter Wurf eine 6 ist, d.h. falls w; = 6
w =
0 sonst.

Dann ist S, := X1 4+ ... + Xgoo die obige Zufallsvariable, die die Anzahl der 6en
bestimmt. Offenbar sind die X; unabhéngig und besitzen alle die selbe Verteilung mit
Erwartungswert 1 = ¢ und Varianz 02 = E(X?) — E(X;)* = § — 35 = =. Nach
Bemerkung 193 zum Zentralen Grenzwertsatz ist S,, also ungefiihr N (100, %)—verteilt.
Dann gilt mit der Umrechnung in die Standardnormalverteilung aus Bemerkung 189

(Achtung, dass p und o fiir die Umrechnung sind jetzt ' := 100, ¢’ := \/% ~9,129),
dass

P90 < S, <100) ~ @ (M) — P (90—/’)
g [ea

= 2(0) -2 (Z)

= 05— (1-2(3))

~ 0,5+ ®(1,095) -1

0,5+40,8621 —1

~ 0,36.
(Ub(‘rpriift man mit dem Satz von Berry-FEsseen die ,,Qualitédt® dieser Approximation,
so stellt man fest, dass der mogliche Fehler < £12,6% = 0,126 ist, was eine relativ
grofle Abweichung von den berechneten 0,36 sein kann. Mit einem grofleren n wird

dieser Fehler kleiner.)

2.7. Das Gesetz der grofien Zahlen. Angenommen wir wollen ein Zufallsexperiment
modellieren und haben uns bereits fiir eine Ergebnismenge §2 entschieden. Nun méchten wir
die Funktion P: P(Q2) — [0, 1] angeben. Dazu miissen wir die Wahrscheinlichkeit p := P(A)
eines Ereignisses A C Q , bestimmen*.

Hierzu wihlen wir eine natiirliche Zahl n und machen ein ,neues®* Zufallsexperiment mit
Ergebnismenge Q' := {,Ja“,,Nein“}", das die n-malige Ausfiihrung des urspriinglichen
Zufallsexperiments unter der Betrachtung ,Ist das FEreignis A eingetreten?“ modellieren
soll.

Wir definieren fiir jedes i € {1,...,n} eine (endliche) Zufallsvariable

X;: Q - R
{1 falls w] = ,Ja“

Wy, Wl
(@, @) 0 sonst,

die angibt, ob das Ereignis A bei der i-ten der n-vielen Wiederholungen des urspriinglichen
Zufallsexperiments eingetreten ist. Offenbar sind die Zufallsvariablen X; unabhéngig und
jeweils X; ~ Bin(1,p)-verteilt mit einem (noch unbekannten) p € (0,1), d.h. es gilt jeweils

PX;=1)=p und P(X;=0)=(1-p).

Die Zufallsvariable S,, := X1 +...+X,,: ' — R beschreibt also die Anzahl der Wiederholun-
gen des urspriinglichen Zufallsexperiments, bei denen das Ereignis A tatsichlich eingetreten
ist. Die Zufallsvariable X,, := W gibt die sogenannte relative Héufigkeit des Ein-
tretens von A unter den n-vielen Wiederholungen an.

Satz 195 (Bernoulli’sches Gesetz der grofien Zahlen). Mit den oben eingefiihr-
ten Bezeichnungen gilt fiir jedes ¢ > 0, dass

lim P(|X, —p|>¢)=0
n—r oo

1
4nc?

und genauer sogar P(|X,, —p| > ¢) <

fiir ein (fixes) n > 1.
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Bemerkung 196. Das Bernoulli’sches Gesetz der grofien Zahlen 195 sagt also, dass fiir viele
Wiederholungen (grofies n > 0) des urspriinglichen Zufallsexperiments, die Wahrscheinlich-
keit dafiir sehr klein ist (und bei groferem n immer kleiner wird), dass die relative Héufigkeit
X,, des Eintretens von A von der (unbekannten) Wahrscheinlichkeit p abweicht. Dieses be-
deutet also, dass man die Wahrscheinlichkeit p = P(A) des Ereignisses A im urspriinglichen
Zufallsexperiment durch die relative Hiufigkeit X,, des Eintretens von A in vielen Wieder-
holungen des Zufallsexperiments bestimmen kann.

Beispiel 197. Die Wahrscheinlichkeit p := P(A) eines Ereignisses A C 2 soll durch des-
sen relative Haufigkeit geschétzt werden. Das zugehorige Zufallsexperiment muss dann min-
destens (n = 50000)-Mal wiederholt werden, damit diese Schiitzung héchstens mit einer
Wahrscheinlichkeit von 5% um mehr als ¢ := 0,01 von p abweicht, denn

1

P(|X,-pl>001)< ————
(0 = p12 0,00 < 77275 5001

und mit 5557 = 0,05 = 5% folgt n = 50000.

Der folgende Satz ist eine (teilweise, da ohne die priizise Abschitzung aus Satz 195) Verallge-
meinerung des Bernoulli’schen Gesetzes der grofien Zahlen fiir belibige (und nicht zwingend
X; ~ Bin(l,p)-verteilte) unabhéngige Zufallsvariablen X7, Xs, ..., die alle dieselbe Vertei-
lung besitzen.

Satz 198 ((schwaches) Gesetz der grofien Zahlen). Sei X, Xo, ... eine Folge (ste-
tiger oder endlicher) unabhéngiger Zufallsvariablen, die alle dieselbe Verteilung besitzen
mit Erwartungswert y und betrachte die Zufallsvariablen X,, 1= f1t=tXn fijr 5 > 1.
Dann gilt fiir jedes ¢ > 0, dass

lim P(|X, —p|>c)=0.
n—oQ

Bemerkung 199. Fiir die Beziehung zwischen dem Gesetz der groflen Zahlen 198 und dem
Bernoulli’schen Gesetz der groflen Zahlen 195 benutzt man, dass nach Definition 175 der
Erwartungswert einer Bin(1, p)-verteilten Zufallsvariable X; genau p = p ist.

3. Induktive Statistik

Das Ziel der (induktiven, oder ,schliefenden®) Statistik ist, Eigenschaften neuer und un-
bekannter Stichproben aus den Daten bereits bekannter und in gewisser Weise dhnlicher
Stichproben , vorherzusagen®. Beispielsweise soll aus einer Befragung von 1000 Leuten zu
ihrem Wahlverhalten ein Riickschluss auf das Wahlverhalten aller Biirger+innen eines Landes
getroffen werden.

Die ,,Unterschiede“ zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie und (induktiver)
Statistik sind, grob gesprochen, die Folgenden.

e In der Wahrscheinlichkeitstheorie haben wir einen Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, P) und eine Zufallsvariable X :  — R gegeben, die ein
Zufallsexperiment beschriebt. Wir kénnen Eigenschaften von X wie
den Erwartungswert und die Varianz untersuchen und etwas iiber den

. (unbekannten) Ausgang des Zufallsexperiments schlieen.

%

¢ _— In der (induktiven) Statistik beobachtet man in einem Zufallsex-
i periment eine Stichprope z = (z1,...,2,) € R". Diese Stichprobe
D wird als ein Bildpunkt (,,Realisierung®) von n-vielen Zufallsvariablen

Xi,...,Xn: Q — R aufgefasst. Anhand dieser Stichprobe z stellt man
eine Vermutung iiber die unbekannten Dichtefunktionen (,, Verteilun-
gen“) von Xi,..., X, auf und legt diese fest.

(Sind die Dichtefunktionen von X1, ..., X, bekannt, ist man wieder auf
dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitstheorie und kann etwas iiber den
(weiteren unbekannten) Ausgang des Zufallsexperiments schlieBen.)
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3.1. Grundlegende Begriffe. Wir betrachten im Folgenden stets n-viele Zufallsvaria-
blen Xy,...,X, von denen wir annehmen, dass sie unabhingig sind und alle dieselbe
(moglicherweise noch unbekannte) Verteilung besitzen. Man kann Xj, ..., X,, also auch als
Modellierung einer n-fachen Wiederholung des gleichen Zufallsexperiments interpretieren.

®. Zu Erinnerung: Der etwas unprizise Begriff der Verteilung bedeutet fiir
uns Z#hldichte oder Dichtefunktion.

>

Definition 200. Seien n > 1 und X3, ..., X,, (stetige oder endliche) Zufallsvariablen.
Dann heiflen X7, ..., X, einfach, wenn sie unabhéingig sind und alle dieselbe Verteilung
besitzen. Sind X7,..., X, einfach, so nennen wir die Verteilung eines jeden X; auch
gemeinsame Verteilung der Xq,..., X,.

In der (induktiven) Statistik unterscheidet man grob zwischen zwei Arten der ,,Bestimmung*
der gemeinsamen unbekannten Verteilung einfacher Zufallsvariablen X, ..., X,:

e Parametrische Tests/Schitzungen: Hier ist die Art der Verteilung bekannt, nur
abhangig von einem Parameter 6 € R (beispielsweise X; ~ N(#,25)) und man sucht
nach dem unbekannten Parameter 6. (Man sagt, dass man den unbekannten Parameter
»schiitzen“ mochte.)

e Nicht parametrische Tests/Schitzungen: Hier ist die Art der Verteilung unbe-

kannt.

®. Diese beiden Begriffe sind (zumindest in diesem Skript) nicht klar definiert
und dienen daher nur zur groben sprachlichen Orientierung.

D

Definition 201. Seien einfache Zufallsvariablen X3, ..., X,, gegeben.

e Eine Abbildung g: R® — R nennt man einen Schétzer und einen Bildpunkt
9(x1,...,2,) einen Schitzwert.

e Ist g ein Schétzer, so nennt man die Abbildung

X1, X n
T.or KX gn SR () e g(X (@), s X (W)

eine Stichprobenfunktion (oder eine Schitzvariable oder eine Statistik).

Wir beschéftigen uns im Folgenden mit parametrischen Tests und nehmen also an, dass die
gemeinsame (unbekannte) Verteilung einfacher Zufallsvariablen X7, ..., X, nur abhiingig ist
von einem (unbekannten) Parameter § € © C R, von dem wir annehmen, dass er aus einer
Teilmenge © der reellen Zahlen stammt. (Es ist meistens © := R oder 0 := (0, c0).)

Beispiel 202. Wir betrachten ein Zufallsexperiment, das als Ergebnis eine (unbekannte)
reelle Zahl liefert. Bei n-vielen unabhéngigen Wiederholungen ergab sich die Stichprobe

r=(z1,...,2,) € R™
Wir nehmen an, dass diese Stichprobe Realisierung, also ein Bildpunkt

(1, 2n) = (X1(w1), ..., Xn(wn)),

von einfachen Zufallsvariablen X, ..., X,, mit gemeinsamer Verteilung N (u,o?) ist mit un-
bekanntem Parameter 6 = p. Es ist die Abbildung
g:R" — R
(T1,...,20) > T= w

gegeben durch den empirischen Mittelwert aus Definition 63 ein Beispiel fiir einen Schétzer.
Wir werden sehen (und haben bisher nicht gesagt, was diese Aussage bedeutet), dass dieses
eine ,gute Wahl“ fiir eine Schétzung des Parameters 6 = p ist.
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Ist die obige Stichprobe = Realisierung von einfachen Zufallsvariablen X1, ..., X, mit ge-
meinsamer Verteilung N (u, 0?) mit unbekanntem Parameter 6§ = 02, so ist die Abbildung
g:R* — R

n

1 _
(T1,...,2,) = s2= n_lzl(xi—x)Q
=
gegeben durch die empirische Varianz aus Definition 77 ein Beispiel fiir einen Schétzer. Wir

werden sehen, dass dieses eine ,,gute Wahl® fiir eine Schitzung des Parameters § = o2 ist.

Konvention 203. Ist die Verteilung f (also die Zahldichte oder die Dichtefunktion)
einer Zufallsvariablen abhingig von einem Parameter § € ©, so schreiben wir dafiir fj.
Da in diesem Fall auch der Wert
P(X <b) = Z;xgt fo(t)  falls X endl.ich
J- o fo(z)dx  falls X stetig
von dem Parameter 6 abhéingt, schreiben wir hierfiir Py(X < t). Ebenso schreiben wir
Ey(X), Varg(X) etc.

Definition 204. Seien einfache Zufallsvariablen X3, ..., X,, gegeben, deren gemeinsa-
me Verteilung von einem Parameter § € © abhéngt. Sei g: R™ — R ein Schéitzer mit
zugehoriger Stichprobenfunktion 7': Q™ — R. Dann heifit g (oder T') erwartungstreu
fiir 6, falls

Eo(T) = 6.
Es heifit Biasg(T') := Ep(T') — 0 die Verzerrung von g (oder T').

Beispiel 205.

(1) Esist der durch g(x1,...,x,) = & gegebene Schétzer g aus Beispiel 202 erwartungs-
treu fiir den Erwartungswert 6 = p, denn nach Satz 173 gilt

- X X 1
Eo(X) = Epg (1++> =—n-Ey(X;)=1-p=90.
n n
(2) Fiir einfache Zufallsvariablen X, ..., X,, mit gemeinsamer Verteilung N (u,c?) ist
der durch g(z1,...,2z,) = 2% gegebene Schiitzer g nicht erwartungstreu fiir = u?,

denn nach Satz 173 gilt
— _ _ 1 2
Fo(X?) = Vare(X) + Fp(X)* = — - o? 4+ p? = 7z + p?,
n n
es gilt also Biasg(X?) = %2, was nicht im Allgemeinen gleich Null ist. (Dieser Wert
ist aber Null fiir n — oo, was man asymptotisch erwartungstreu nennt.)

Idealerweise sollten sich die Schéitzwerte bei steigendem Stichprobenumfang n dem tatséch-
lichen gesuchten Parameter ¢ annidhern. Diese Bedingung wird in der folgenden Definition
prézisiert.

Definition 206. Sei X;, Xo,... eine Folge einfacher Zufallsvariablen, deren gemein-
same Verteilung abhingig ist von einem Parameter § € ©. Man nennt eine Folge
g1: R = R,go: R? — R,... von Schitzern mit zugehérigen Stichprobenfunktionen
T1,T5, ... konsistent fiir 0, falls fiir jedes ¢ > 0 gilt, dass

lim Py(|T, — 6] > c) = 0.
n—r oo

Bemerkung 207. Das (schwache) Gesetz der groflen Zahlen 198 sagt genau, daf§ die durch
g(x1,...,2,) = T gegebene Folge g1, g, . . . von Schiitzern konsistent ist fiir den Erwartungs-
wert @ = p, wobei es egal ist, welche gemeinsame Verteilung die X; haben.

Die vorherige Bemerkung 207 liefert uns also einen ,,guten® Schiitzer fiir den Erwartungswert.
Wollen wir einen anderen Parameter 6 als den Erwartungswert schétzen, so ist der folgende
Satz hilfreich, um die Konsistenz einer Folge von Schiitzern festzustellen.
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Satz 208. Sei X1, X, ... eine Folge einfacher Zufallsvariablen, deren gemeinsame Ver-
teilung abhéingig ist von einem Parameter § € © und ¢;, g2, . . . eine Folge von Schétzern
mit zugehorigen Stichprobenfunktionen 77,75, . . .. Sind alle Schétzer g,, erwartungstreu
fiir 6 und gilt

lim Varyg(T,) =0,

n—oo

so ist die Folge g1, go, ... von Schiitzern konsistent fiir 6.

Beispiel 209. Obwohl wir dieses sowieso schon durch Bemerkung 207 wissen, zeigen wir
durch den vorherigen Satz 208, dass die durch g(z1,...,2z,) = T gegebene Folge ¢1,¢s,. .
von Schétzern aus Beispiel 205 konsistent ist. Jedes g,, ist erwartungstreu fiir § = p nach
Beispiel 205.(1) und mit Satz 173 und Beispiel 205.(2) gilt, dass

_ _ _ 02 0_2
Varg(T,) = Varg(X) = Eg(X?) = Eg(X)? = — 4 p? = = —,

was bei n — oo gegen Null strebt. Also ist g1, go, ... eine konsistente Folge von Schitzern
fiir den Erwartungswert.

3.2. Punktschiitzungen (durch die Maximum-Likelihood Methode). Die ML-Me-
thode (,Maximum Likelihood Methode*) ist ein spezieller parametrischer Test, der einen
ganz konkreten Wert 0y, liefert. Dieser Wert ist das # € © bei dem die beobachtete Stich-
probe & = (z1,...,2,) die grofite Wahrscheinlichkeit hat.

Definition 210. Seien einfache Zufallsvariablen X1, ..., X, gegeben, deren gemeinsa-
me Verteilung fy von einem Parameter § € © abhéngig ist.

e Die Abbildung
L:R"x©® — R
(T1,...,Tn,0) = folx1) ... fo(zn)
heifit Likelihood-Funktion.

Sei nun zusétzlich eine Stichprobe z = (x1,...,x,) gegeben.
e Ein 6,1, € ©, sodass die Funktion

L(zy,...,2p,—): © = R

maximal wird, heifit ML-Schitzwert
e Der Schétzer
L(—,HML)Z R"” - R
heifit ML-Schétzer.

Beispiel 211 (Riickfang-Methode). Sei N eine zu schitzende Anzahl von Fischen in
einem Teich. Man fingt erst M-viele Fische, markiert sie und setzt sie danach wieder in den
Teich. Danach fangt man n-viele Fische. Aus der Anzahl der x;-vielen markierten darunter
mochten man auf die Gesamtzahl N an Fischen im Teich schliefen.

Ein naiver Ansatz zur Bestimmung von N wére der folgende. Wir setzen

X1 M

(Anzahl der markierten Fische unter den gefangenen) - = — (Anzahl der markierten Fische unter allen)

N

und bekommen N = A;["

Nun benutzen wir die lMaXimum—Likelihood—Methode zur Bestimmung des unbekannten
Parameters  := N € © wobei © := {n,n + 1,...}. Wir betrachten die Zufallsvariable
X :=,Anzahl der markierten Fische unter den n-vielen gefangenen®“. Dann ist (verglei-
che Beispiel 176.(10)) die Zufallsvariable X ~ Hyp(n, M, N) hypergeometrisch verteilt mit

Zahldichte
(M) (N—M)
()
Die (einzige) Zufallsvariable X; := X ist natiirlich einfach. Die zugehorige Likelihood-
Funktion ist

In(z) =

L:Rx©® — R
(z,N) — fn(x)
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und eine leichte Rechnung zeigt (dieses ist bei stetigen Zufallsvariablen durch eine Kurven-
diskussion oft einfacher), dass die Funktion L(x1, —) ein Maximum bei 6577, = |-]\;[1n-| hat.

Sind also beispielsweise M = 50 Fische markiert und x; = 10 markierte unter den n = 45
gefangenen Fischen, so haben wir die Anzahl der Fische im Teich auf N = % = 225

geschéitzt.

Beispiel 212. Eine unfaire Miinze wird n-mal geworfen und liefert eine Stichprobe
z = (r1,...,2,) € {0,1}"
wobei 0 ,,Kopf“ und 1 ,,Zahl* entspricht und wobei s-mal Kopf auftaucht. Diese Stichprobe sei

eine Realisierung einfacher Bin(1, p)-verteilter Zufallsvariablen Xy, ..., X,, mit Z&hldichten
P falls x =1
fp(x)=q1—p fallsx=0
0 sonst,
wobei wir den Parameter § = p schiitzen mochten, wobei © := (0,1). Die zugehérige

Likelihood-Funktion ist
L:R"x©® — R

(3717 e ’xmp) = fp(xl) Tl fp(wn)
0°-(1—09)~=.

Im Beispiel n := 100 und s := 60 hat die Funktion L(z1,...,2z,,—): © — R den Graphen

le-30

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

und ein Maximum an der Stelle 05,7, = 0,6. Um dieses genau auszurechnen sei s ¢ {0,n}.
Dann kénnen wir die Funktion L(z1,...,2,, —) (nach #) ableiten und erhalten

.05—1_1_9n—s_03_ o .1_9n—s—1: E_B L05 . (1 =03
o1 0) (=5 @m0yt = (5200 ) -
und dieses ist gleich Null an der Stelle § = >. Tatséchlich ist dieses auch ein Maximum und
also ein ML-Schéitzwert 0,77, = >. Im obigen Zahlenbeispiel ist 07, = 50— 0, 6.

100
Beispiel 213. Sei die Stichprobe = = (z1,...,z,) eine Realisierung einfacher Zufallsva-
riablen Xi,...,X,, die gemeinsam N (u,o?)-normalverteilt sind. Wenn wir mit der ML-

Methode den unbekannten Erwartungswert 8 = p schétzen, so bekommen wir § = Z, also
den empirischen Mittelwert, als ML-Schitzwert. Der zugehorige ML-Schétzer ist genau der
durch g(z1,...,2,) = T gegebene Schiitzer aus Beispiel 202.

Satz 214 (informelle Formulierung). Ein M L-Schétzer ist zwar selten erwartungstreu
aber, unter gewissen Regularitédtsannahmen, konsistent.

3.3. Konfidenzintervalle. Wir beginnen mit einem Beispiel.

Beispiel 215. Eine Apotheke erhélt eine Lieferung mit N = 100 Pillendosen zum Weiter-
verkauf. Eine Apothekerin entnimmt n = 15 Pillendosen und tiberpriift diese. Es sind m = 4
Pillendosen fehlerhaft. Ein ML-Schétzwert fiir die Anzahl der fehlerhaften Pillendosen unter
allen ist M = 26. (Vergleiche die Riickfang-Methode 211).
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Wir fragen uns, wie ,,genau* die Schiatzung der Anzahl der fehlerhaften Pillendosen im obigen
Beispiel 215 ist. Durch die Konsistenz des M L-Schétzers aus Satz 214 wissen wir nur, dass
die Apothekerin bei vielen solchen Lieferungen im Durchschnitt die richtige Zahl schitzen
wird.

Nun mochten wir fiir eine vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit « € (0,1) ein , kleins-
tes* Intervall I festlegen, sodass bei (1 —«)-100% aller Schitzungen, der gesuchte Parameter
0 € © C R tatséchlich im Intervall I liegt. Man nennt ein solches Intervall I ein Konfidenz-
intervall. Genauer nennt man I = [a, b] ein zweiseitiges Konfidenzintervall und [a, c0)
bzw. (—o0, b] ein einseitiges Konfidenzintervall. Es heifit v := (1 — a) das Konfidenz-
niveau.

Wir geben in den folgenden Sitzen konkrete Konfidenzintervalle lediglich fiir den Erwar-
tungswert § = p und die Varianz § = o2 normalverteilter Zufallsvariablen an.

Satz 216 (Konfidenzintervall fiir 4 bei bekannter Varianz).
Seien X1, ..., X, einfache Zufallsvariablen, die gemeinsam normalverteilt sind mit Va-
rianz 2. Sei (z1,...,7,) eine Stichprobe mit empirischen Mittelwert z gegeben. Sei
a € (0,1) eine gewihlte Irrtumswahrscheinlichkeit.
e Das zweiseitige Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau v = 1 — « fiir den Erwar-
tungswert @ = u bei bekannter Varianz o2 ist

_ o _ o

[x = %zl,%, x + \/ﬁzlg} .

e Das zweiseitige Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau v = 1 — « fiir den Erwar-
tungswert 6§ = u bei bekannter Varianz o2 ist

—00, T —Z21—a b r— —F—==z o0
+ ZW. s o
’ \/ﬁ \/ﬁ

Hier bezeichnet z, das p-Quantil der Standardnormalverteilung (siehe Tabelle).

Bemerkung 217. Im Fall bekannter Varianz ist [ := 2%21,% die Liange des Konfidenzin-
tervalls aus dem vorherigen Satz 216. Diese hidngt erstaunlicherweise nicht von den konkreten
Stichprobenwerten ab. Soll eine feste gegebene Liange L > 0 nicht tiberschritten werden, er-
gibt sich
4(122%7g

nEE
fiir den Stichprobenumfang.
Beispiel 218. Gegeben sei eine Stichprobe vom Umfang n = 10000, die als Realisierung ge-
meinsam normalverteilter einfacher Zufallsvariablen betrachtet wird, mit empirischem Mit-
telwert Z = 48 und der bekannten Varianz o2 = 400. Das zweiseitige Konfidenzintervall
zum Konfidenzniveau v := 0,95 fiir den Erwartungswert bei bekannter Varianz ist wegen
a=0,05,1- 3 =0,975 und 29,975 = 1,96 durch

20 20
48 — 1,96, 48 + -1,96] ~ [47,608, 48,392
| v/10000 v/10000 I~ ]

gegeben. Soll man bestimmen, wie grol der Stichprobenumfang n mindestens sein muss,
sodass die Lénge des zweiseitigen Konfidenzintervalls zum Niveau v = 0,99 hochstens L :=
0,1 ist, so ergibt sich
40°27 o 4-400- 22
n> -5 0,995

>R e 1065024

Satz 219 (Konfidenzintervall fiir i bei unbekannter Varianz).

Seien X1, ..., X, einfache Zufallsvariablen, die gemeinsam normalverteilt sind mit un-
bekannter Varianz. Sei (z1,...,x,) eine Stichprobe mit empirischen Mittelwert Z und
empirischer Varianz s? gegeben. Sei o € (0, 1) eine gewihlte Irrtumswahrscheinlichkeit.
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e Das zweiseitige Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau v = 1 — « fiir den Erwar-
tungswert 8 = u bei unbekannter Varianz ist

_ S _ S
ZT— —F7=th—1,1-2, T+ —=tp—1,1-2 .

Vn Vn
e Das zweiseitige Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau v = 1 — « fiir den Erwar-
tungswert 6 = p bei unbekannter Varianz ist

_ S _ S
<—OO, T+ \/ﬁtnl’la:| bzw. |:fE — ﬁtnil’lia7 OO) 0

Hier bezeichnet ¢, , das p-Quantil der ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden (siehe
Tabelle), welches fiir n > 30 ungeféhr dem p-Quantil z, der Standardnormalverteilung
entspricht.

Bemerkung 220. Im Fall unbekannter Varianz ist [ := Qﬁtn_m_% die Lénge des Kon-
fidenzintervalls aus dem vorherigen Satz 219. Soll eine feste gegebene Lénge L > 0 nicht
iiberschritten werden, ergibt sich, falls n > 30, ungefihr
45%%73
n > TQ
fiir den Stichprobenumfang.

Beispiel 221. Gegeben sei eine Stichprobe vom Umfang n = 16, die als Realisierung gemein-
sam normalverteilter einfacher Zufallsvariablen betrachtet wird, mit empirischem Mittelwert
Z = 37,42 und empirischer Standardabweichung s = 2,13. Das zweiseitige Konfidenzinter-
vall zum Konfidenzniveau v := 0,95 fiir den Erwartungswert bei unbekannter Varianz ist
wegen t15,0,975 ~ 2,131 durch

2,13 2,13
37,42 — == - 2,131, 37,42 + = - 2,131] ~ [36,29, 38,55
[ V16 v 2Bl ]
gegeben.
Satz 222 (Konfidenzintervall fiir die Varianz o2).
Seien X1, ..., X, einfache Zufallsvariablen, die gemeinsam normalverteilt sind mit un-
bekannter Varianz. Sei (x1, ..., 2,) eine Stichprobe mit empirischer Varianz s? gegeben.

Sei a € (0,1) eine gewiihlte Irrtumswahrscheinlichkeit.
e Das zweiseitige Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau v = 1 — « fiir die Varianz

0 = o? ist
(n—1)s* (n—1)s?
’ X?z—l,% .

e Das zweiseitige Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau v = 1 — « fiir die varianz

0 = o2 ist
—1)s? —1)s?
P i0 al IR  ([EDae D
Xn—l,a Xn—l,l—a

Hier bezeichnet x7_; , das p-Quantil der x?-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden (siehe
Tabelle).

2
Xn—1,1—-2

3.4. Hypothesentests. Hypothesentests (oder ,Signifikanztests“) sind das letzte Thema
in diesem Skript und von besonderer Wichtigkeit in der Pharmazie und Medizin, wenn man
Entscheidungen iiber die Wirksamkeit eines Medikaments oder eine Therapie treffen mochte.

Auch in diesem Abschnitt mochten wir einen Parameter § € © C R schitzen.

Definition 223. Sei eine disjunkte Zerlegung © = Oy U ©; gegeben.

e Die Aussage, dass der gesuchte Parameter 6 in der Menge Oy liegt, heifit Nullhy-
pothese. Man schreibt fiir diese Aussage auch

Hy: 0 € 0.
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e Die Aussage, dass der gesuchte Parameter 6 in der Menge O, liegt, heifit Gegen-
hypothese. Man schreibt fiir diese Aussage auch

H,:0€ 0.

Nun méchte man, nach dem , Aufstellen der Hypothesen“ (d.h. nach Angabe der disjunk-
ten Zerlegung © = O U ©1) anhand des Ausgangs eines Zufallsexperiments (d.h. anhand
einer gegebenen Stichprobe © = (21, ...,x,)) entscheiden, ob man die Nullhypothese H, ak-
zeptiert oder ob man die Nullhypothese H, ablehnt oder verwirft (was gleichbedeutend
damit ist, dass man die Gegenhypothese H; akzeptiert). Genauer bedeutet dieses, dass wir
uns eine Menge K C R"™ vorgeben, den sogenannten Ablehnungsbereich oder kritischen
Bereich und Hj genau dann ablehnen, wenn die Stichprobe z im kritischen Bereich liegt.

Definition 224. Seien Xi,..., X, einfache Zufallsvariablen, deren gemeinsame Ver-
teilung von einem Parameter § € © abhingt. Ein Hypothesentest besteht aus der
Angabe von

(1) einer disjunkten Zerlegung © = ©¢ U ©1 und
(2) einer Menge K C R™, dem kritischen Bereich oder Ablehungsbereich.
(Es wird manchmal die Menge R™ \ K auch der Annahmebereich genannt.)

Bemerkung 225. Hiufig ist der Ablehnungsbereich K C R™ eines Hypothesentests durch
einen Schitzer g: R™ — R und eine Menge I C R als das Urbild

K:=g'I):={xcR"|gx) €I}

gegeben. In diesem Fall nennt man die zu g gehorige Stichprobenfunktion 7': Q" — R
manchmal auch , Teststatistik*.

Ist ein Hypothesentest gegeben, so unterscheidet man zwischen den folgenden ,,Fehlern®.

H Entscheidung fiir Hp (also z ¢ K) ‘Entscheidung gegen Hy (also z € K)

Hj ist wahr (also 6 € ©) Fehler 1. Art

Hy ist falsch (also 6 ¢ ©) Fehler 2. Art

Ein Fehler 1. Art liegt also vor, wenn man die Nullhypothese ablehnt, obwohl sie richtig
ist.
Hypothesentests sind oft so konzipiert, dass die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines

Fehlers 1. Art durch eine obere Schranke « € [0, 1] kontrolliert wird. (Die Wahrscheinlichkeit
B € [0,1] fiir einen Fehler 2. Art spielt oft keine Rolle.)

Bemerkung 226. Ublicherweise wihlt man o = 0,1, o = 0,05 oder o = 0, 001.

Da die beiden verschiedenen Fehler durch Hypothesentests oft ungleich behandelt werden,
ist es entscheidend, welche Annahme als Nullhypothese und welche als Gegenhypothese
formuliert wird. Hierbei ist der folgende ,,Slogan® entscheidend.

,Die Nullhypothese sollte die Annahme sein, deren filschliche
Ablehnung man vermeiden mdéchte. “

Beispiel 227. Ein pharmazeutisches Unternehmen hat ein neues Medikament entwickelt.
Es wird nur zugelassen, wenn es in weniger als 10% der Anwendungen Nebenwirkungen
zeigt. Sei § = p € [0,1] = © die zu schiitzende Wahrscheinlichkeit der Nebenwirkungen. Wir
betrachten die folgenden beiden Wahlen der Hypothesen.
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(1) ©:=10,1, 1] und ©; := [0, 0,1) oder etwas illustrativer geschrieben

Hy:p>0,1 und Hy:p<O,1.

Hier ist der Fehler 1. Art: Das Medikament ist ,,schidlich®, obwohl es als ,,unschidlich®
eingestuft worden ist.
(2) ©¢:=[0, 0,1) und ©7 :=[0,1, 1] oder etwas illustrativer geschrieben

Hy:p<0,1 und H :p>0,1.
Hier ist der Fehler 1. Art: Das Medikament ist ,,unschédlich®, obwohl es als ,,schidlich®
eingestuft worden ist. (Dieses ist genau der Fehler 2. Art in (1).)

Es ist klar, dass der Fehler 1. Art in (1) gravierendere Folgen hat und unbedingt vermieden
werden sollte. Daher sollten wir die Hypothesen aus (1) fiir einen Hypothesentest wéhlen.

Fiir einen gegebenen Hypothesentest mit Oy, ©; und K ist die Zahl

Py(,Fehler 1. Art“) = Py({(wi,-..,wn) € Q" | (X1(w1),...,Xn(wn)) € K})
= P(Xi=z1,...,.Xn =z, | (x1,...,2, € K))
= Py((Xy1,...,X,) € K)
die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art bei einem gegebenen 6 € Oy.

Definition 228. Sei eine reelle Zahl « € (0,1), das Signifikanzniveau oder die Si-
cherheitswahrscheinlichkeit, gegeben. Ein Hypothesentest heiit Hypothesentest
zum Signifikanzniveau «a oder a-Signifikanztest, falls gilt

Py((X1,...,X,) €K)<a fiir alle 0 € Oy.

Bemerkung 229. Man wéihlt fiir einen Hypothesentest zum Signifikanzniveau « iiblich-
erweise « sehr klein. Beobachtet man dann eine Stichprobe x € K, so ist dieses unter
der Annahme, dass Hy stimmt, ein sehr unwahrscheiniches Ereignis. Damit kann man also
ziemlich sicher sagen, dass Hy falsch ist.

Ein Hypothesentest zum Signifikanzniveau « sagt nichts iiber die Wahrscheinlichkeit des
Eintretens eines Fehlers 2. Art aus. Normalerweise sucht man unter allen solchen Tests
denjenigen, bei dem die Wahrscheinlichkeit

P(X1,....X,) ¢ K) fir6eo,

eines Fehlers 2. Art minimal wird. Mit anderen Worten wihlt man einen Hypothesentest
zum Signifikanzniveau « bei dem der Ablehnungsbereich K ,maximal grof3“ ist. Solche
Hypothesentests nennt man beste Hypothesentests zum Signifikanzniveau a.

Bemerkung 230. Eine Strategie zur Konstruktion solcher besten Hypothesentests zum
Signifikanzniveau « (also zur Wahl des Ablehnungsbereichs K') besteht darin, die oftmals
durch eine konkrete Form gegebene Gleichung Py((X1,...,X,) € K) = a zu lésen.

Bemerkung 231. (Vorgehen bei der Durchfiihrung eines Hypothesentests) Bei der
praktischen ,,Durchfithrung® eines Hypothesentests sollte man sich an die folgende Reihen-
folge halten.

(1) Verteilungsannahmen fiir X, ..., X,, formulieren.

(2) Nullhypothese Hj formulieren (d.h. disjunkte Zerlegung von © angeben).

(3) Kritischen Bereich K wihlen, sodass sich ein Hypothesentest zum Signifikanzni-
veau « ergibt (dieses kann man beispielsweise wie in Bemerkung 225 durch Angabe
eines Schétzers g und eines Intervalls I machen).

(4) Experiment zum Erhalten einer Stichprobe z = (z1,...,,) durchfiihren und
schauen, ob x € K oder z ¢ K (bzw. g(z) € T oder g(z) ¢ I, falls der kritische
Bereich durch einen Schiitzer g und ein Intervall I gegeben ist).
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Beispiel 232. Vor der Wahl des US-Présidenten im Jahr 2000 wurde vom Wahllager der
Republikaner behauptet, G.W. Bush hétte im Bundesstaat New Jersey die Unterstiitzung
von mindestens 50% der Stimmberechtigten. Das demokratische Lager mochte dieses mit
einem Hypothesentest zum Signifikanzniveau o := 0,1 widerlegen. Es hélt sich dabei an die
Vorgehensweise aus Bemerkung 231. Sei § = p € (0,1) die (gesuchte) Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass eine zufillig befragte stimmberechtigte Person fiir Bush stimmt. Wir betrachten
die (einzige) Zufallsvariable X = X7, welche die Anzahl der Bush-Stimmen z&hlt und treffen
die (sinnvolle) Verteilungsannahme X ~ Bin(n,p) (Hier ist n nicht das in diesem Kapitel
benutzte, denn wir betrachten nur eine Zufallsvariable. Wir kénnten aber auch alternativ
n-viele Bin(1, p)-verteilte Zufallsvariablen betrachten). Wir méchten (n = 9)-viele Personen
testen. Nun formulieren wir die Hypothesen

Hy:p>0,5 und Hy:p<0,5.

Ein Fehler 1. Art wire hier, dass Bush tatséchlich mehr als 50% der Stimmen hat, der Test
jedoch anders entscheidet, was ein besonders peinliches Ergebnis fiir den demokratischen
Tester wire. Diesen Fahler gilt es also zu vermeiden. Daher wihlen wir die Hypothesen auf
diese Weise. Nun méchten wir den kritischen Bereich K C R! wihlen. Wir betrachten fiir
ein ¢ € {0,...,9} die Zahl

P,(,Fehler 1. Art“) = P,(X < ¢) = ; (2);&(1 —-p)P " <a=0,1
und erhalten die Werte
Lo 12| 3 a5 [6]7] 8|
0,001|0,02 0,09‘ 0,254(0,5|0,746]0,91|0,98 0,998‘1

CcC =
P,(,Fehler 1. Art“) ~

womit wir den kritischen Bereich als K := {3,4,...,9} festlegen. Nun fiihren wir ein Expe-
riment durch und befragen n = 9 stimmberechtigte Personen. Dabei erhalten wir die Stich-
prope 1 = 3. Diese liegt im kritischen Bereich. Also muss die Nullhypothese Hy verworfen
werden. Dieses bedeutet, dass das demokratische Lager die Behauptung der Republikaner
mit einem Hypothesentest (wie oben) zum Signifikanzniveau o = 0,1 nicht widerlegen
konnte.

Es gibt gliicklicherweise, abhéngig von der Verteilungsannahme, ,,konkrete Formeln“ fiir die
jeweiligen Ablehnungsbereiche K eines besten Hypothesentests zu einem Signifikanzniveau
«. Im restlichen Teil dieses Skripts werden wir diese ,,Formeln“ auflisten und mit Beispielen
illustrieren.

3.4.1. Hypergeometrischer Test.

Satz 233. Sei X ~ Hyp(n, M, N) eine hypergeometrisch verteilte Zufallsvariable mit
unbekanntem Parameter § = M. Sei a € (0, 1) ein vorgegebenes Signifikanzniveau und
My € {0...,N}. Ein bester Hypothesentest zum Signifikanzniveau « zur Priifung der
Nullhypothese

H(] M S MO
hat den Ablehnungsbereich K := {mg + 1,...,n}, wobei

> &) ((JJVV)%) § }

Beispiel 234 (siehe Beispiel 215). Eine Apothekerin bekommt eine Lieferung von N = 100
Pillendosen. Thre Hypothese (Nullhypothese) lautet, dass sich darunter héchstens My = 10
fehlerhafte befinden. Um dieses zu testen, mochte sie n = 15 Pillendosen auswéhlen und
testen. Wieviele der 15 getesteten miissen fehlerhaft sein, damit sie ihre Hypothese mit einer
Sicherheitswahrscheinlichkeit von o = 0,01 ablehnen kann? Der vorherige Satz 233 liefert
mo = 4, denn

mg = masc{kgn

15 (10)( 90 ) 15 (10) ( 90 )
Z%zo,0063<a und Z%%0,04>a.
m=>5 15 m=4 15
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Also ist K = {5,6,...,15}. Beobachtet die Apothekerin also nun (in einem Experiment)
unter den 15 Pillendosen 5 oder mehr fehlerhafte, lehnt sie ihre Nullhypothese Hy : M < 10
ab und sendet die Lieferung zuriick.

Wir sehen, dass diese Rechnung fiir groles N und n sehr kompliziert ist. Daher mochten
wir wieder die Normalverteilung benutzen, deren zugehérige Tests in den néichsten Kapiteln
angegeben werden.

3.4.2. Gauf3-Test (Test auf Erwartungswert bei bekannter Varianz).

Satz 235 (Gauf3-Test). Seien Xi,...,X,, einfache Zufallsvariablen, die gemeinsam
normalverteilt sind mit Varianz o2 und gesuchtem Parameter 6 = u. Sei o € (0,1) ein
vorgegebenes Signifikanzniveau und gy € R. Wir betrachten jeweils die Hypothesen
(1) Ho:p=puo (2) Ho:p<pup (3) Ho:p> po
(»zweiseitiger Test*) (,einseitiger Test*) (,zweiseitiger Test*)

und sei g: R” — R der durch g(x) = iﬂ\/ﬁ gegebene Schitzer. Dann hat ein bester
Hypothesentest zum Signifikanzniveau « der jeweiligen obigen Nullhypothese jeweils
den Ablehnungsbereich

(1) K:={zeR" | |g(z)]>z_2} (2) K:={zeR" | gx) > 2z1-0}
und 3) K :={z e R" | g(z) < —z1_a}.

Beispiel 236. In einer Produktion soll ein Werkstiick der mittleren Lénge von 17cm gefer-
tigt werden. Die Zufallsvariable X = Linge des Werkstiicks®“ sei normalverteilt mit Varianz
0?2 = 2,25. Aus einer Stichprobe vom Umfang n = 5 wurde als empirischer Mittelwert
Z = 18,1 bestimmt. Kann damit die Nullhypothese Hy : p = 17 zum Signifikanzniveau
a = 0,01 abgelehnt werden? Mit 21_a = 20,995 ~ 2,575830 sieht man, dass

T — po 18,1 —17
-z~ i ~1 2
- vn NN V5~ 1,6398 < 2,575830,

die Stichprobe liegt also nicht im kritischen Bereich, also kann die Nullhypothese Hj nicht
abgelehnt werden.

3.4.3. t-Test (Test auf Erwartungswert bei unbekannter Varianz).

Satz 237 (t-Test). Seien X1,..., X, einfache Zufallsvariablen, die gemeinsam normal-
verteilt sind mit unbekannter Varianz und gesuchtem Parameter § = p. Sei o € (0, 1)
ein vorgegebenes Signifikanzniveau und py € R. Wir betrachten jeweils die Hypothesen
(1) Ho:p=po (2) Ho:p < po (3) Ho:p>po
(,,zweiseitiger Test*) (,,einseitiger Test“) (,,zweiseitiger Test*)
und sei g: R™ — R der durch g(x) = 537%\/71 gegebene Schitzer. Dann hat ein bester
Hypothesentest zum Signifikanzniveau « der jeweiligen obigen Nullhypothese jeweils
den Ablehnungsbereich

(DK :={zeR" | [g(zx)]>tn-11-2} 2K :={zeR" | g(z) >tyr-11-a}
und (3) K :={x € R" | g(z) < —tn-11-a}-

Beispiel 238. Die Messung der mittleren Ozonkonzentration wiahrend der Sommermonate
bei n = 26 Erhebungen ergab den empirischen Mittelwert & = 244 bei einer empirischen
Standardabweichung von s = 5,1. Wir nehmen an, dass die Zufallsvariable X =, Ozon-
konzentration® normalverteilt ist (mit unbekannter Varianz). Der im Ozongesetz von 1955
festgelegte Warnwert liegt bei pp := 240. Kann dieses Ergebnis (der Messung) auf 1%-Niveau
als signifikante Uberschreitung des Warnwerts gewertet werden?
Es gilt ta5,0,99 =~ 2,485 und

‘ 5“0\/71: %@z 3,9992.

Die Nullhypothse Hy : p < pg wird also abgelehnt (da a im kritischen Bereich K liegt)
und das Messergebnis kann als signifikante Uberschreitung des Warnwerts auf 1%-Niveau
gewertet werden.
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3.4.4. x*-Test (Test auf Varianz).

Satz 239 (t-Test). Seien X, ..., X, einfache Zufallsvariablen, die gemeinsam normal-
verteilt sind mit unbekanntem Erwartungswert und gesuchtem Parameter § = o2. Sei
a € (0,1) ein vorgegebenes Signifikanzniveau und o € R. Wir betrachten jeweils die
Hypothesen

(1) Hy:0%=0p (2) Hy:o? < o? (3) Hp:0?> o
(,,zweiseitiger Test*) (,,einseitiger Test) (,,zweiseitiger Test*)
und sei g: R” — R der durch g(z) = (n;ié)sz gegebene Schitzer. Dann hat ein bester
0
Hypothesentest zum Signifikanzniveau « der jeweiligen obigen Nullhypothese jeweils
den Ablehnungsbereich
(1) K :=={z € R" | g(x) > Xp_1,1-g oder xi_; & > g(x)}
(2) K = {ac eR" | g(z) > Xifl,lfa}
und (3) K :={z €R" | g(2) < X2 14}

Beispiel 240. Eine Stichprobe z vom Umfang n = 51 habe die empirische Varianz s? = 12
und wir nehmen an, dass die Stichprobe Realisierung von einfachen Zufallsvariablen ist, die
gemainsam normalverteilt sind. Kann die Nullhypothese
Hy : o2 <10
zum Signifikanzniveau ov = 5% abgelehnt werden? Es ist x2; o 95 ~ 67,50 und
(n—1)s*> 50-12
0 10

Da die Stichprobe nicht im Ablehungsbereich K liegt, kann die obige Nullhypothese zum
Signifikanzniveau « = 5% nicht abgelehnt werden.

60.

3.4.5. Approximativer Binomialtest. Seien Xi,..., X, einfache Zufallsvariablen, die
gemeinsam Bin(1, p)-verteilt sind, wobei § = p € (0,1) der gesuchte Parameter ist.
Esist S, = X1 + ...+ X,, ~ Bin(n,p) und nach dem zentralen Grenzwertsatz 191 gilt
ungefahr
Xi1+...+X, p(l—p))
n

X = %N@,

n
Satz 241 (Approximativer Binomialtest). Seien Xy, ..., X, einfache Zufallsvaria-
blen, die gemeinsam Bin(1,p)-verteilt sind sind mit gesuchtem Parameter § = p. Sei
a € (0,1) ein vorgegebenes Signifikanzniveau und py € (0,1). (Da wir durch eine Nor-
malverteilung approximieren wollen, ist eine ,,Faustregel®, dass npo(1 — pg) > 9 gelten
sollte.) Wir betrachten jeweils die Hypothesen

(1) Ho:p=po (2) Ho:p<po (3) Ho:p=po

(,,zweiseitiger Test*) (,,einseitiger Test) (,,zweiseitiger Test*)
und sei g: R® — R der durch g(x) = —=2=£2_./n gegebene Schiitzer. Dann hat ein
(z) \/po(l—po)f

bester Hypothesentest zum Signifikanzniveau « der jeweiligen obigen Nullhypothese
(ungefihr) jeweils den Ablehnungsbereich

(1) K:={zeR" | [g(zx)| > 21-2} (2) K:={zeR" | g(&) > 21_a}
und (3) K :={x € R" | g(z) < —21-a}-
Beispiel 242. (Wichtiges Medikamentenbeispiel) Ein Medikament besitze die Helungs-
wahrscheinlichkeit von 0, 6. Ein neuentwickeltes Medikament soll nur dann auf den Markt

gebracht werden, wenn es statistisch nachgewiesen ist (auf 5%-Niveau), dass die Heilungs-
wahrscheinlichkeit des neuen Medikaments groflier als pg = 0, 65 ist.

(1) Das neue Medikament wurde n = 100 Personen verabreicht und davon wurden 68
geheilt. Kommt das neue Medikament auf den Markt? Es gilt
Z—Do 0,68 — 0,65

Vn = V100 =~ 0, 62897

po(1 — po) v/0,65(1 —0,65)
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und zg,95 ~ 1,64485. Damit wird die Nullhypothese Hy : p < po nicht abgelehnt und
das neue Medikament kommt nicht auf den Markt.

(2) Das neue Medikament werde 1000 Personen verabreicht. Wieviele dieser Personen miiss-
ten mindestens geheilt werden, damit man die Nullhypothese Hy : p < pg zum Signifi-
kanzniveau o = 1% ablehnen kann (und das Medikament somit auf den Markt kommt)?

Umformen der Ungleichung
T — 0,65
0,65(1 — 0,65)
liefert £ > 0,68509, d.h. es miissten mindestens 686 Personen geheilt werden, damit
man die obige Nullhypothese zum obigen Signifikanzniveau ablehnen kann.

V1000 > 20,99 ~ 2, 326350

3.4.6. Unabhingigkeits und Homogenititstests. Es soll nur darauf hingewiesen wer-
den, dass es einen Hypothesentest zur Priifung der Unabhéngigkeit zweier Zufallsvariablen
X und Y gibt, der x2-Unabhiingigkeitstest genannt wird. AuBerdem gibt es einen Hypo-
thesentest zur Priifung, ob unabhéngige Zufallsvariablen X, ..., X,, die gleiche Verteilung
haben, der y2.-Homogenitétstest genannt wird.
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Quelle: www.analysis-schmeisser.uni-jena.de/matia2media/Baaske/Schaden/tabelle.pdf

Verteilungstabellen

1 Standardnormalverteilung

Tabelliert sind die Werte der Verteilungsfunktion ®(z) = P(Z < z) fiir z > 0.

Ablesebeispiel: (1.75) = 0.9599

Funktionswerte fiir negative Argumente: ®(—z) =1 — ®(z)

Die z-Quantile ergeben sich genau umgekehrt.

Beispielsweise ist 2(0.9599) = 1.75 und 2(0.9750) = 1.96.

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1] 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3] 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4/ 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6] 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486  0.7517  0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8/ 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9/ 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1] 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4/ 09192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 09345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6/ 09452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7/ 09554 0.9564 09573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9/ 09713 0.9719 09726 0.9732 09738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 09772 0.9778 09783 09788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
22| 09861 09864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
23] 09893 09896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
24 09918 09920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5] 09938 0.9940 0.9941 09943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6/ 09953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
28] 09974 09975 0.9976 09977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
29 0.9981 09982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.00 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990  0.9990
3.1 0.9990 0.9991 09991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992  0.9993 0.9993
3.2 09993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 09995  0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 09997  0.9997  0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997  0.9998
3.5 0.9998  0.9998 0.9998 0.9998  0.9998 0.9998 0.9998  0.9998  0.9998  0.9998




Quelle: www.analysis-schmeisser.uni-jena.de/matia2media/Baaske/Schaden/tabelle.pdf

2 Students t-Verteilung

Tabelliert sind die Quantile fiir n Freiheitsgrade.

Fiir das Quantil ¢1_,(n) gilt F(t1_o(n)) =1 — a.

Links vom Quantil t;_,(n) liegt die Wahrscheinlichkeitsmasse 1 — a.
Ablesebeispiel: t.99(20) = 2.528

Die Quantile fiir 0 < 1 — a < 0.5 erhélt man aus t,(n) = —t;_(n)

Approximation fiir n > 30:

ta(n) = zo (24 ist das («)-Quantil der Standardnormalverteilung)

n 0.6 0.8 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
1l 03249 13764  3.0777 63138 12,706  31.821  63.657  318.31  636.62
2 0.2887  1.0607  1.8856  2.9200  4.3027  6.9646  9.9248  22.327  31.599
3 0.2767 0978  1.6377 23534  3.1824  4.5407  5.8409  10.215  12.924
4 02707 09410 1.5332  2.1318  2.7764  3.7469  4.6041  T7.1732  8.6103
5 0.2672 09195 14759  2.0150  2.5706  3.3649  4.0321  5.8934  6.8688
6| 0.2648  0.9057  1.4398  1.9432  2.4469  3.1427  3.7074  5.2076  5.9588
70 0.2632  0.8960  1.4149  1.8946  2.3646  2.9980  3.4995  4.7853 = 5.4079
8 0.2619  0.8889 13968  1.8595  2.3060  2.8965  3.3554  4.5008  5.0413
9/ 0.2610 0.8834 13830 1.8331  2.2622  2.8214  3.2498  4.2968  4.7809
10 0.2602  0.8791 1.3722  1.8125  2.2281  2.7638  3.1693  4.1437  4.5869
11} 0.2596  0.8755  1.3634  1.7959  2.2010  2.7181  3.1058  4.0247  4.4370
120 0.2590  0.8726  1.3562  1.7823  2.1788  2.6810  3.0545  3.9296  4.3178
13| 0.258  0.8702  1.3502  1.7709  2.1604  2.6503  3.0123  3.8520  4.2208
14, 0.2582  0.8681 1.3450  1.7613  2.1448  2.6245  2.9768  3.7874 = 4.1405
15 0.2579  0.8662  1.3406  1.7531  2.1314  2.6025  2.9467  3.7328  4.0728
16|  0.2576  0.8647  1.3368  1.7459  2.1199  2.5835  2.9208  3.6862  4.0150
170 0.2573  0.8633  1.3334  1.7396  2.1098  2.5669  2.8982  3.6458  3.9651
18 0.2571  0.8620  1.3304  1.7341  2.1009  2.5524  2.8784  3.6105  3.9216
19 0.2569  0.8610  1.3277  1.7291  2.0930  2.5395  2.8609  3.5794  3.8834
20 0.2567  0.8600  1.3253  1.7247  2.0860  2.5280  2.8453  3.5518  3.8495
21|  0.2566  0.8591 1.3232  1.7207  2.0796  2.5176  2.8314  3.5272  3.8193
22 0.2564  0.8583  1.3212  1.7171  2.0739 25083 28188  3.5050  3.7921
23] 0.2563  0.8575  1.3195  1.7139  2.0687  2.4999  2.8073  3.4850  3.7676
24 0.2562  0.8569  1.3178  1.7109  2.0639  2.4922 27969  3.4668  3.7454
25| 0.2561  0.8562  1.3163  1.7081  2.0595  2.4851 27874 34502  3.7251
26| 0.2560  0.8557  1.3150  1.7056  2.0555  2.4786  2.7787  3.4350  3.7066
27 0.2559  0.8551 1.3137  1.7033  2.0518 24727  2.7707  3.4210  3.6896
28] 0.2558  0.8546  1.3125  1.7011  2.0484  2.4671 277633  3.4082  3.6739
29|  0.2557  0.8542  1.3114  1.6991  2.0452 24620 27564  3.3962  3.6594
30 0.2556  0.8538  1.3104  1.6973  2.0423 24573  2.7500  3.3852  3.6460
oo| 0.2533  0.8416  1.2816  1.6449  1.9600  2.3263  2.5758  3.0903  3.2906




Quelle: www.analysis-schmeisser.uni-jena.de/matia2media/Baaske/Schaden/tabelle.pdf

3 x2-Verteilung

Tabelliert sind die Quantile fiir n Freiheitsgrade.

Fiir das Quantil x?__(n) gilt F(x3_,(n)) =1—a.
Links vom Quantil x7__(n) liegt die Wahrscheinlichkeitsmasse 1 — a.
Ablesebeispiel: X3 45(10) = 18.307

Approximation fiir n > 30:

1
Xi(n) ~ i(za +V2n — 1)2

(z4 ist das a-Quantil der Standardnormalverteilung)

n 0.01 0.025 0.05 0.1 0.5 0.9 0.95 0.975 0.99
1| 0.0002  0.0010  0.0039  0.0158  0.4549  2.7055  3.8415  5.0239  6.6349
2 0.0201 0.0506  0.1026  0.2107  1.3863  4.6052 59915  7.3778  9.2103
31 0.1148  0.2158 0.3518  0.5844  2.3660  6.2514  7.8147  9.3484  11.345
4 02971 04844  0.7107  1.0636  3.3567  7.7794  9.4877  11.143  13.277
5 0.5543  0.8312 1.1455 1.6103  4.3515  9.2364 11.070  12.833  15.086
6| 0.8721 1.2373  1.6354  2.2041  5.3481 10.645 12.592 14449  16.812
71 1.2390  1.6899  2.1674  2.8331  6.3458  12.017  14.067  16.013  18.475
8 1.6465  2.1797  2.7326  3.4895  7.3441 13.362 15.507  17.535  20.090
9] 2.0879 27004  3.3251  4.1682  8.3428  14.684 16.919  19.023  21.666
10 2.5582  3.2470  3.9403  4.8652  9.3418  15.987 18.307  20.483  23.209
11} 3.0535  3.8157  4.5748  5.5778  10.341 17.275 19.675  21.920  24.725
12} 3.5706  4.4038  5.2260  6.3038  11.340  18.549  21.026  23.337  26.217
13| 4.1069  5.0088  5.8919  7.0415 12340  19.812 22362  24.736  27.688
14| 4.6604  5.6287  6.5706  7.7895  13.339  21.064  23.685  26.119 = 29.141
15 5.2293  6.2621  7.2609  8.5468  14.339  22.307  24.996  27.488 = 30.578
16|  5.8122  6.9077  7.9616  9.3122 15338  23.542  26.296  28.845  32.000
177 6.4078  7.5642  8.6718  10.085  16.338  24.769  27.587  30.191 = 33.409
18 7.0149  8.2307  9.3905 10.865  17.338 25989  28.869  31.526  34.805
191 7.6327  8.9065 10.117  11.651 18.338 27204  30.144 32852  36.191
20 8.2604  9.5908  10.851 12.443  19.337  28.412 31410  34.170  37.566
21 88972  10.283  11.591 13.240  20.337  29.615  32.671 35479  38.932
22| 9.5425  10.982 12.338  14.041  21.337  30.813  33.924  36.781  40.289
23 10.196  11.689  13.091 14.848 22337  32.007  35.172  38.076  41.638
24| 10.856  12.401 13.848  15.659  23.337  33.196  36.415  39.364  42.980
25 11.524  13.120  14.611 16.473  24.337  34.382  37.652  40.646  44.314
26 12.198  13.844 15379  17.292 25336  35.563  38.885  41.923  45.642
27 12879 14,573  16.151 18.114  26.336  36.741  40.113  43.195  46.963
28 13.565 15308  16.928  18.939  27.336 37916  41.337  44.461  48.278
29 14.256  16.047  17.708  19.768  28.336  39.087  42.557  45.722  49.588
30 14.953  16.791 18.493  20.599 29336  40.256  43.773  46.979  50.892
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